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Vorwort 

Der Verfasser trug sich zwar Beit längerer Zeit mit 
der Absicht, eine in eiofacheii Grenzen gehaltene „Dlfferentifil- 
uud Integralrechnung" zu scbreiben, hatte aber diese Absicht^ 
im Hinblick auf die grosse Zahl vorhandener Lehibücher, 
kaum verwirklicht, wäre ihm nicht die Aufforderong zu- 
gegangen, ffir die Sammlung „Schubert" diese Teile za 
übernehmen. 

Der Charakter der „Differential- und Integralrechnung", 
deren erster Band hiermit vorliegt, bestimmt sich eben in 
der Hauptsache dadurch, dass sie Teil einer Sammlung 
mathematischer Lehrbücher sein soll; es erschien daher an- 
gemessen, des öfteren auf andere Teile der Sammlung zu 



Der Veifasser hat sein besonderes Angenmerk auf die 
Fehlerabschätzungea gerichtet, da gerade derartige Be- 
trachtungen und Bechttungen bei den Anwendungen der 
Infinite8imalre<^ung auf Matnrwissenscbaflen eine hervor- 
ragende Rolle spielen. Dag^n erschien ein besonderes 
Eingehen auf naturwissenschaftliche Aufgaben nicht er- 
forderlich, da solche in den bekannten Werken von 
Nernst-Schoenflies und Lorenz zur Genüge behandelt 
worden sind. 

Aus ökonomischen Gründen erschien es zweckmässig, 
die Anwendungen der DifTerentialrechnung auf Kurven (und 
Flächen), zugleich mit ihren Umkebnmgen, im zweiten Bande, 
der jjntegralrechnnng", zu entwickeln. 



rV Vorwort. 

Der KeDner des GregeostaDdeB wird finden, dass es 
sich der Verfasser hat angelegen sein lassen, den Stoff, 
soweit es möglich war, eigenartig zu gestalten. 

Die Ausführlichkeit des Inhaltfiverzeichniases, sowie die 
zahlreichen Übungsaufgaben (insbesondere der §§ 14, 17, 18), 
werden dem Leser nicht imwillkommen sein. 

Eüie Zusammenstellung historischer Notizen ober die 
Infinitesimalrechnung möcht« sich der Ver&sser für den 
Schluss des zweiten Bandes voibehalten. 

Ostseebad Warnicken, 

Ende Angast 1901, W, Fr. Xeyer. 
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Abschnitt I. 

CIrenzwerte nnd Differenüalqnotieaten. 

Kapitel I. 

Elementare Vorbetrachtnngen. 

§ 1. Zwei H111^>8&tze ans der Potenzlehre. 
Die ßeihe der „natürlichen" Zahlen 
(1) 1, 2, 3, 4, ... (m— 1), n, (n+1), ... 

bricht nie ab, sie ist „unbegrenzt fortaetzbar" oder kurz: 
„unbegrenzt". Wenn jemand eine noch so grosse (posi- 
tive) Zahlgrösse*) (o angiebt, so kann man in der Reihe (1) 
stets soweit gehen, bis man auf ein „Glied" der Eeihe, 
eine Zahl » stösst, die noeh grosser als co ist. 

Dufur bedient man sich auch des Ausdrucks: „Man kann 
n „beliebig wachsen" oder auch „unendlich gross 
werden" lassen." Häufig sagt man auch: „n hat den 
Grenzwert Unendlich (in Zeichen: den Grenzwert oo)". 

Umgekehrt hat die ebenfalls unbegrenzt fortsetzbare Beihe 
der „Stammbrüche": 

(2) KK-.K . -i-, 1, -i^, .. 



*) Da der Aiiftoger unter einer „Zahl" leicht nur eine g'anEs 
Zahl verat^ht, bedieusn wir nnn des A-nsdracka „Zahl grosse ", nm da- 
mit eine rationale oder irrationale (positive oder negative) Znhl ta be- 
zeichnen (a. diese Sammlung Bd. 1 g§ SS, Sl). 

W. F r, M e j e r , DilterentittlrBcbnDiig. 1 . u i u 1 1 



2 § 1. Zwei HilfBiStES »xim der Fotendebre. 

die Eigenschaft, dase ihre Glieder an Grösse „unbegrenzt 
abnehmen", d. i.: nennt wiederum jemand eine noch eo 
kleine (positive) Zahlgröase e, so kann man die Iteihc (2) 

soweit verfolgen, bis man ein Glied — trifft, das noch kleiner 

als e ist; offenbar hat man zu dem Behuf nur » grösser als 

— zu wählen. Man s^ in diesem Sinne auch, dasa die 

Glieder der Reihe (2) „bei beliebig wachsendem n unter 
jede Grenze sinken", oder auch: „gegen Null kon- 
vergieren", oder auch: „unendlich klein werden", oder 

endlich: „— bat bei beliebig wachsendem n den Grenz- 

wert Null". 

Das nämliche gilt von der etwas allgemeineren Reihe: 

I' 2 ' 3 ' 4 ' ■ ■ ■ n^l' n' H + 1 ' ' ' ' 
wenn k eine beliebig, aber fest gewählte (positive) Zahlgrös^e 
bedeutet. 

Die Reihen (1) und (2) spielen, wie wir gleich sehen 
werden, bei der Vervollständigung -der elementaren Potenz- 
lehre der Arithmetik eine grundlegende Rolle. Indem 
wir die Glieder von (1) resp. (2) als Exponenten einer festen 
(positiven) Basis a betrachten, bilden wir die beiden neuen 
Reihen : 
(4) a' = a, a^, o*, «*, ... «"-', a", a"+', . . . 



(3) 



(5) 



*= Yä, 0"= y«, a*= yä, . . . 
rj/^, a~= K, o"+^ =^1^, . ■ . 



wo das Wurzelzeichen fa stets die eine positive m** Wurzel 
aus » bedeutet, deren Existenz die gewöhnliche Arithmetik 
(s. diese Sammlung Bd. 1 § 30) nachweist. 

Wir fragen, ob nicht die neuen Reiiien (4), (5) einen 
ähnlichen Charakter aufweisen wie die früheren (1), (2), d. h. 
ob sich nicht auch hier ein bestimmter Wert angeben lasst, 
dem sieh die Glieder von (4) resp. (5) bei beliebig wachsen- 
dem n mit beliebiger Genauigkeit nähern? 

Li.iiiz,,! ...Google 



§ 1. Zwei Hilftittze ans der Poteazlehre. 3- 

Es kann die Basis a in der Reihe (4) grösser oder 
kleiner als die Einheit sein, oder im beeondem auch ihr 
gleich. Im letzteren Fall, wenn a gerade gleich der Einheit, 
ist auch jede Potenz a" der Reihe (4) gleich der Einheit, 
und es ist damit die aufgeworfene Frage schon entschieden. 

Sieht man also von diesem speziellen Falle ab, so ge- 
nügt es eraichtlich, bloss eine der beiden Möglichkeiten a > 1, 
a < 1 in Betracht zu ziehen. Denn angenommen, die in 
Rede stehende Frage sei bereits för eine beliebige Basis 
rt < 1 beantwortet, ao ist sie es zugleich auch für die Basis 

— > 1 — da ja I— ] ^= — — , d. h. für jede Basis > 1, und 

umgekehrt. Es empfiehlt sich, den Fall a > 1 direkt zu 
untersuchen, und wir setzen demgemSss: 

(6) a=l+p(p>0), 

wo also unter p eine im übrigen beliebige, wenn nur posi- 
tive Zahlgrosse zu verstehen ist. Es wird nunmehr suijcesive: 

1a>=a = l+p, a= = Cl+p){l-|-p)=a(l+j>), 
a' = a\l+p), a< = a\l+p), ... 
a- = a— '(1+j.), o"+»=a"(l+p), ... 

Aus diesen Gleichheiten lassen sich einfachere Ungleich- 
heiten ableiten. Da a' = (l+ß)(l +j))= 1 +2p+j)', so ist 
jedenfalls: a'>l+2i); weiter o' = aä(l +p} = l +3ß + po- 
sitiven Gliedern, also sicher o*>l+3p; desgleidien o*>l 
+ 4jp u. s. f. 

So fortfahrend, wird man gemäss der sogenannten „un- 
vollständigen Induktion" erwarten dürfen, dass allgemein 
a"yi-\-np ist. Der Beweis dafür geschiebt vermöge „des 
Schlusses von n auf n + 1" oder der sogenannten „voll- 
ständigen Induktion". Aus der Annahme der Richtigkeit 
von o"> l+«p für irgend ein n folgt wegen äi''+' = (i''(14-/>) 
sofort o"+* > (1 -f np)(l +p), i. e, > 1 + [n+l)p + einem 
positiven Gliede, also um so mehr o"+' > l + (n+ l)j>. Für 
» ^ 2, 3, 4 war aber die in Rede stehende Ungleichung direkt 
erwiesen, mithin gilt sie allgemein. 

Somit hat sich für jede natfirliche Zahl »(> 1) ei^beo: 

(8) a->l+ni>. 



4 § !■ Zw« BilfM&tEs HM der Potenilefare. 

Hieraus lässt sich aber unmittelbar folgern, dasa a" bei 
beliebig wactiBendem n unendlich gross wird: deon sei 
wiederum tu eioe beliebig gross gevShlte Zahlgrösae, und 
soll ein IkpoDeut n derart bestimmt 'werden, dass a''><u 
■wird, so hat man nur die rechte Seite der Ungleichung (8) 
noch grösser als (i> zn machen: 

(9) 1 + np > o), i.e. n > . 

Sei beispielsweise p gleich ein Milliontel = 0,000001, 
somit a nur wenig von Kuli verschieden, und sei a> gleich 

einer Million + Eins = 1000001 gewählt^ so wird *" ~ 

gleich einer Billion = 1000000000000, und man hat nur 

n noch grösser als eine Billion zu wählen, nm für a" einen 

Wert zu erhalten, der oj = 1000001 an Grösse iibertriffV-. 

Damit ist nach Obigem auch der zweite Hauptfall a < 1 

erledigt, denn da a = — , also auch a" ^= jp— ist, und der 

a \a/ 

Nenner dieses Bruches wegen — > 1 bei beliebig wachsendem 

n jede noch so grosse Zahl überschreitet, so muss umgekehrt 
o" bei derselben Annahme unter jede noch so kleine Zahl 
heruntersinken. 

Wir können demnach den ersten Hauptsatz aussprechen: 

I. Ist a eine positive Basis, so hat die 

Potenz o", wenn n eine beliebig wachsende 

natürliche Zahl vorstellt, den Grenzwert 

oder CO, je nachdem a kleiner oder grösser 

als 1 ist; nur in dem speziellen Falle a=l 

hat a" für jeden Wert von n den Wert Ü, 

Nunmehr werde die analoge Untersuchtmg betreffs der 

Reihe (5) angestellt. Sei wiederum o>l, also nach (6) 

gleich 1 -\-p gesetzt, so ist fä sicher ebenfalls > I, und wir 

dürfen daher schreiben: 

(10) V = "yT+^ = l+7i„ 
oder, was dasselbe ist: 



_ ,;™:,C00gIe 



§ 1. Zw« HilfHi&lEe an« der Potenzl«lire. 5 

(10a) (l+n^T = a=l+p, 

wo unter n. eine positive Zahlgrösse zu verstellen ist, die 
natürlich iur jedes n einen andern Wert annimmt. Da aber 
gemäss (8) 

(!+«,)■> l+»ji« 
i»t, 80 folgt onmittelbar aus (10): 
(11) l+p>l+n^, 

mitbin 

(11.) ^.<|. 

Dies lehrt im Hinblick auf die Reihe (3), daas 

jr„ = )^_ 1 

mit wachsendem » unter jede Grenze sinkt, gleichgQltJg, wie 
gross der voi^elegte Wert von p war. Hätte man di^geo 

a < 1 angenommen, so brauchte man nur statt Yä zu 

n 

schreiben, um auf den eben behandelten Fall zurGckzukommen. 
Der Uoterechied zwischen beiden Fällen ist nur der, dass 

sich l/a bei wachsendem » einmal „von oben her" d. h.'von 
Seiten der grösseren Werte, das anderemal „von unten ber" 
d. b, von Seiten der kleineren Werte der Einheit beliebig 

nähert Da endlich für a=l auch Va =^ 1, so haben wir den 
zweiten Hauptsatz gewonnen: 

II. „Die n" Wurzel aus einer positiven 
Zahlgröase a bat bei beliebig wachsendem n 
den Grenzwert Eins." 
Hierbei ist der „Grenzwert Eins" auch auf den be- 
sonderen Fall übertragen worden, wo man eich dem Werte 
Eins nicht nur beliebig nähert, sondern ihn auch thatsäcblich 
erreicht, wie es bei a = l zutrifft. 

Sei wieder beispielsweise « = 1000001, also p gleich 
einer Million, so hat man in (IIa) nur « gleich einer Billion 
zu nehmen, um tt,, unter ein Milliontel herunterzudrücken, 
d. i. die billionte Wurzel aus a-^ 1000001 untersobeidet 
sich von der Einheit um weniger als ein Milliontel. 



6 § 1- Zwei Hilfas&tze sm der FoteiiElehre. 

Eine genauere Betrachtung lehrt, Anas die beiden Sätze I 
und II im Grunde dasselbe aussagen oder einander „gleich- 
wertig" sind, d. i. der eine kann aus dem andern hergeleitet 
werden, und umgekehrt. 

In der That, nehmen wir zuerst I als bewiesen an. 

"Würde sich dann ya — wir dürfen uns wiederum auf den 
einen Hauptfall a > 1 beschränken — bei wachsendem n 
nicht beliebig der Einheit nähern, so wäre das nur so möglich, 

dass fa stets grösser als 1 -\'h bliebe, wo h eine angebbare 
feste, wenn auch noch so kleine (positive) Zahlgrösse be- 
dentet; dann müsste auch stets a > (1 + k)' sein, im Wider- 
spruch mit I, wonach {1 + i)" für ein genügend grosses n 
jede gegebene Zahlgrösse a überschreitet. 

Andererseits gehen wir von der Annahme aus, der Satz II 
sei gültig. Würde dann a" (für « > 1} bei wachsendem n 
nicht jede Grenze überschreiten, so wäre das nur so möglich, 
dass a" stets unter einer angebbaren festen, wenn auch noch 
so grossen Zahlgrösse co bliebe; dann müsste aber auch stets 

a unter ^co bleiben, im Widerspruch mit II, wonach ]fm 
bei wachsendem n der Eins beliebig nahe kommen, also für 
ein genügend grosses « zwischen a und 1 zu liegen kommen, 
i. e. kleiner als a werden müsste. 

Wir legen das Ergebnis dieser vergleichenden Betrach- 
tung in dem Satze nieder: 

III. „Die Sätze I und II drücken eine und 
dieselbe mathematische Thatsache in ver- 
schiedener Gestalt aus." 

Da ya in der Potenzform a" geschrieben wird (s. Bd. 1 

§ 31), und der Grenzwert von - (für w = oo) die Null ist, 

so bedient man sieb für den Satz II auch der kürzeren 
Formulierung: 

(12) a" = 1. 

Jedoch darf diese Schreibweise durchaus nicht ver- 
wechselt werden mit einer in der elementaren Zahlen- und 
Potenzlehre üblichen: dort dient a" nur als ein Bequem- 
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lichkeitsEeichen, um gewisse Hauptsätze*) eiDheitlicher aus- 
sprechen zu können; hier aber bedeutet (12) einen beweisbaren 
und oben bewiesenen wirklichen Satz, und zwar einen 
„Greuzsatz". 

Im folgenden soll uns zunächst eine Beihe von An- 
wendungen der Sätze I und II auf Arithmetik (§ 2) und 
Geometrie (§ 3 und 4) beschäftigen, um deren Tragweite und 
Fruchtbarkeit schon auf dieser Anfangsstufe bis zu einem 
gewissen Grade erkennen zu lassen. 

§ 2. Anwendungen auf Arithmetik. 

Summe und Grenzwert der geometrischen Reihe. 

Stetigkeit der Potenz bei fester Basis. 

1. Die geometrische Keihe. 

Unter einer geometriBohen Keihe versteht man die 
bereits in § 1 unter (4) eingeführte Reihe der successiven 
Potenzen (mit natürlichem Exponenten) einer Zahlgrösse g: 

(1) (^=1, ?'=9, g-', f, ... 3"-', g", ... 

Die Reihe als solche ist, wie die Reihen (1) bis (ft) in 
§ 1, unbegrenzt. Brechen wir aber hinter ii^nd einem 
Gliede, etwa 9"~', ab, so heisst die Reihe eine „endliche", 
mit der „Gliederanzahl" n. Wir betrachten zuvörderst 
diese endliche Reihe und knüpfen an die elementare Aufgabe 
(s. diese Sammlung Bd. 5) an, die im folgenden häufig vor- 
kommende Summe s^t 

(2) s„^l+g + g^+^+ ...+g"-', 

die „die Summe der endlichen «-gliedrigen geo- 
metrischen Reihe" genannt wird, auf einen theoretisch wie 
praktisch einfacheren Ausdruck zu bringen. Man verfährt 



*) So z. B., um fflr zwei resp. mehrere in ihre Primfoktorea zer- 
legten natärlicheD Zahlen sowohl den grOBBteo gemeinBamen Teiler, 
wie das kleiQBte gemeinsame Vielfache je aach eioer eiafachen Begel 
zu' finden (s. dieee Sammloug Bd. 6, Abschn. III); ferner, am bei dem 

Fotenzgeaetz —^ = o"'~" auch den Fall m^n mitzanmfusen; nm bei 

) das Anfangsglied 1 ebenfaUi ab Potens 
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dabei so, dass man s« mit g multipliziert, wodurch auf der 
reohten Seite von (2) jedes Glied, mit Ausnahme de» letzten, 
in das ihm rechts beoachbarte übergeht, das letzte aber, 
(f"—^,'mg*. Bildet man dann die Differenz s„ — 3^9= «»(1 — g), 
so zerstören sich alle Glieder bis auf 1 und ^: 
(3) s,-s.s-s, (l-ä)_l-i,-, 

und man erhält die fundamentale Formel für die 
Summe einer endlichen georaetrischea Reibe: 

(I) s._l+p+5. + ...+j.~.-l=^-^, 

wie man auch sofort wieder durch algebraische Division (b. 
diese Sammlung Bd. 6, Abscbn. VII) von 1 — gm 1 — _«* 
verifiziert. Die Formel vers^t nur dann, wenn (jr — 1, da 



alsdann der Nenner der rechten Seite von I verschwindet; 
in diesem besonderen Falle erhält man aber unmittelbar 
nmal 



(4) s„ = 1 + 1 + 1 + . . . + 1 = n. 

Das zur Ableitung von I eingeschlagene Verfahren 
macht auf den ersten Anblick einen künstlichen Eindruck; 
man kann ihm aber eine tiefere Bedeutung abgewinnen. 

Wir bedienen uns dabei mit Vorteil einer aus den Ele- 
menten (s, diese Sammlung Bd. 1 § 22) geläufigen graphischen 
Darstellung, indem wir auf einerfesteu Geraden oder,, Achse", 
von einem beliebig gewählten „Anfangspunkt" oder „Null- 
punkt" aus jede Zalilgrösse a als Strecke von der Länge 
a abgetragen denken, die positiven a nach rechts, die u^ativen 
nach links. Der Endpunkt der Strecke darf selbst als Re- 
präsentant der Zahlgrösse a gelten und somit als „Punkt a" 
bezeichnet werden. Ist ö(> a) ein zweiter Punkt, so ergiebt 
die stets positive Differenz 6 — a der Zahlgrössen h und a 
die Länge der „Strecke" von o bis 6 (s. Fig. ]). 

Sei zuvörderst cf > X, so denken wir uns in der an- 
gegebenen Weise successive die — an Grösse furtwährend 
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zunehmenden — PotenzeD von g-, 1, g, g*, g*, ... jf"~'> J/" 
als Längen aufgetragen, dana bietet sich die Anschauung 
dur, dasa die Strecke von 1 his g" durch die „eingeschal- 
teten" Punkte g, g^, g^, ... g"—* in n „TeÜBtrecken" 
oder „Intervalle" zerlegt wird (a. Fig. 2), deren Längen 
resp. g — 1, jj* — g, g^ — </*, .,, jT — g"-^ sind. Da nun 
die ganze Strecke,' d. i, j?" — 1 gleich der Summe ihrer Teil- 
Btrecken ist, so ergiebt sich unmittelbar: 

(5) ^-i=.(j/_i)+(3*_j,)+(j,»_(,») + ...+(^-<r-») 
= (?-i)(i+j7+u» + ... + r-')- 

das ist aber die Formet (I). 



f' *• Vv- 



Wendet man das nämliche Verfahren auf den Fall an, 
daas sich g zwischen und 1 befindet, so erhält man eine 
analoge Figur (s. Fig. 3), nur d&ss — da die Glieder der 
Reihe 1, g, jj', g^, ... g^-\ jj" an Grösse fortwährend "ab- 



Pie- 8. 

nehmen — die Funkte g, g^, g*, . . . ff~^, ^ links von 1 auf- 
einander folgen. Die ganze Strecke von ^ bis 1, i. ^ 
1 — j/" wird jetzt in die » Teilstrecken 1 — g, g — g^, g* — g', 
. . ., JT"' — g" zerlegt, und es kommt: 

{5a) 1 -<r = (1 -ff) + (j;-?*) + 07» -j/') + ... + Gr-' -iT) 

das ist wiederum die Formel I. 

Ist dagegen g n^ativ, =^ — y, so hat man nur die 
Potenzen y, y*, y*, ... y"~', y^, wie oben aufzutragen, und 
nachträglich wieder y durch — (/zu ersetzen. 

Eine der ersten Anwendungen der Summenformel (I) sei 
ein neuer Beweis der Sätze I und II des § 1, der deren 
1 Grund deutlicher hervortreten läset. 
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Sei wieder Vo = Vi + p (p > 0) vorgelegt, so bezeichne 
man Yä mit </{> 1), i. e. 

(6) _ a = \^p=r, 
Eo wird nach (I)i 

(7) a-l=p = ff--l = (i^—l){l +? + !?* + ... + ?"-')» 
mithin, da (? > 1, Dach (4): 

(8) j>>(9-l)(l + l + l + ... + l), i.e. >«{ff-l), 
woraus, wie in § 1, sofort folgt, dass bei beliebig wacbsen- 
dem n die Grösse g — 1 = yä — 1 unter jede Grenze 
sinken muss, i. i. aber der Satz 11 des § 1. 

Das hier zu Grunde liegende Beweispriuzip lässt sieb 
noch greifbarer gestalten, wenn man wiederum die graphische 
Darstellung der Fig. 2 heranzieht Eine feste Strecke von 
1 bis (T = a aoli überhaupt in eine steta wachsende Anzahl 
von Intervallen zerlegt werden; dies ist offenbar nur so 
möglich, dass mindestens eines dieser Intervalle unter jede 
Grenze sinken muss. Kun wird im vorliegenden Falle irgend 
eines der Intervalle der Länge nach durch das Produkt aus 
g — 1 mit einer Potenz (J*(> 1) von g angegeben, somit muss 
der erst« Faktor g — 1 gegen Null konvei^eren. Aus der- 
selben Quelle (I) äiesst aber auch der Satz I des g 1, das8 
o", falls sich a zwischen und 1 befindet, den Grenzwert 
Null hat. Denn schreibt man jetzt (I) in der Gestalt (5a): 
(5a) 1 _ «" = (1 _ a)(l +a + a' + ... +a"-'), 

so ist rechter Hand der erste Faktor 1 — a eine gegebene 
feste ZablgrÖsse zwischen und 1, während im zweiten 
Faktor 1 -}- a + a* + . . , -f o"-> die Glieder jedenfalls 
successive abnehmen. Würde nun a", also auch o"-^ hei 
beliebig wachsendem n nicht gegen Null konvergieren, also 
stets grösser bleiben als eine feste, wenn auch nodi so kleine 
(positive) Grösse s, so wäre um so mehr auch 

«"-*>«, o— «>e, ... aye, l>c, 
somit nach (5 a): 

DuiiizodbvGoogle 
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Das ist aber eio Wider8ßr<'<^^f ^^ rechter Hand ne den 
Grenzwert co hätte, ^fahrend doch linker Hand eine Grösse 

Bteht, deren Wert iur jedes « zwischen und liegt. 

Bedient man eich auch hier der graphischen Darstellung, 
nämlich der Figur 3, so erkennt man, daes das zu Grund« 
liegende BeTciaprinzip genau dasselbe ist, wie soeben bei der 
Betrachtung des Satzes II, dass nämlich eine feste Strecke 
von bis 1 in eine unbegrenzte Anzahl von Intervallen zer- 
legt -werden soll und demnach mindestens eines dieser Inter- 
valle den Grenzwert Null besitzen muss. 

Nun hat irgend eines der Intervalle die Grosse (1 — a)a*, 
d. i. ein Produkt, dessen erster Faktor einen festen Wert 
zwischen und 1 hat, während der zweite Faktor nur da- 
durch gegen Null konvei^eren kann, dass der Exponent k 
über alle Grenzen wächst. 

Nunmehr wenden wir auf die Summe (I) der endlichen 
geometrischen Beihe den Satz I des § 1 an, indem wir g 
positiv oder negativ, dem absoluten Werte \g\*) nach jedoch 
kleiner als Eins wählen und (I) in der Gestalt schreiben: 

Lässt man jetzt n unbegrenzt wachsen, so hat g", mit- 
hin auch p" . den Grenzwert Null und es ei^ebt sich: 

IL „Die Summe ä„ (I) der geometrischen 
Reihe 1 + g + g^ + ■■■ +?""' hat, wofern sich 
der Wert von g zwischen -j- 1 und — 1 be- 
findet, bei beliebig wachsendem n den Grenz- 
wert ." 

Man bezeichnet die geometrische Eelhe 
l+g+g' + ... + r-' + - 
bei unbeschränkt wachsendem n als „unbegrenzt" oder 
„unendlich" und den Grenzwert s„ der Summe selbst als 

•) Zwei eenkrechte Striche bezeiolmon, wie üblich, den abBolnten 
— d. h. positiven — Wert der elDgeklammerten ZaMgrüne. 
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„Summe" s der unendlichen ^ihe. Dann lautet der Satz II 
kürzer: 

IIa. „Die Summe s der unbegrenzten geo- 
metrischen Reihe 1 +g + g^ +g' + ...-}- g" + ... 

hat für [ 



Man bemerkt überdies gemäss (la), dase bei positivem 
g stets Sn > -j , sich also bei wachsendem « dem 

Grenzwert s^- von oben her beliebig nähert; ist da- 
gegen g negativ, so wird, je nachdem » gerade oder un- 
gerade ist, s^ > -j resp. < ^j , 4 h, in Worten: Der 

Wert s„ schwankt („ ob ci liiert") für negatives g bei wachsen- 
dem « abwechselnd um den Grenzwert s = hin und 

l—g 

her, indem er sich dabei diesem Grenzwert unbegrenzt nähert. 
Wir brechen hiermit die Untersuchung der unendlichen 
geometrischen Beibe ab, werden aber bei dem systematischen 
Studium der unendlichen Reihen genauer darauf zurück- 
kommen. 

2. Stetigkeit der Potenz bei fester Basis. 

Dass von zwei Potenzen mit derselben Basis a (> 0) 
die grössere zum grösseren resp. Ideineren Exponenten ge- 
hört, je nachdem a > 1 oder o < 1 ist, zeigt die elementare 
Potenzlehre (s. diese Sammlung Bd. 1, Abschn. VI), Wir 
ö'agen hier nach der Aenderung, die eine Potenz a™ erleidet, 
wenn der Exponent tu um eine beliebig kleine Grösse e ver- 
mehrt wird. Der Einfachheit halber beschränken wir mis auf 
den Fall a > 1, m > 0, e > 0, da die anderen Fälle einer 
genau analogen Behandlung tahig sind. Nach den Elementen iat: 
(10) (!"■+' — o™ = ara' — a" = ar{a' — 1). 

Es m^ jetzt e beliebig abnehmen, so wird es in jeder 
augenblicklichen Lage zwischen den reziproken Werten — und 
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— — — zweier Bucceaaiver natürlicher Zahlen n und « + 1 
enthalten sein, falls es nicht gerade selbst gleich einem 

1 1 -^ 

solchen Werte — ist. Da also s <—, mithin auch a' < a" 

ist, folgt aus (10): 

(11) «"+' — ä"<a»(o^— 1). 

Nach Satz II des § 1 sinkt a" — 1 bei wachsendem 
n unter jede Grenze, somit auch die linke Seite von (11). 

!Eb lässt sich aber noch genauer der Wert von » und 
damit audi von e derart bestimmen, dass a"'+' — a" „von 
vorgeschriebener Kleinheit wird", d. i, kleiner, als eine 
noch so kleine voigegebene (positive) ZahlgrÖsae ij. In der 
That wird dieser Forderung Genüge geschehen, falls man 

gemäss (11) o*(a" — 1) < »? wählt, d, i, 

(12) j^ä _ 1< ^. 

Setzt man, wie in § 1 (6), a = 1 + p (p > 0), eo nimmt 
die Forderung (12) die Gestalt an: 

(13) 1 +"<('+!-)"■ 
Nun ist nach Formel (8) § 1: 

(14) (l+i)->l+5; 

die in Rede stehende Forderung wird daher um so mehr er^ 
fiillt sein, wenn verlangt wird, dass: 

(16) 1 +5 >l+j,, i.e. „>?£!: 

sein soll: eine derartige natürliche Zahl « läest sich aber 
Jederzeit bestimmen*), wie klein auch ?; gewählt sein mochte. 

Für jedes e, das < — angenommen wird, wird dann nm so 

mehr: ** 

(16) a"+' — a" < )?. 

*) Pflr die praktieclie Redmnng wird man eich der Logarithmen- 
tafeln bedienen (t. Bd. 1 g 3S). 
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Wir drücken das Ergebnis mit den Worten aus; 

Iir. Die Potenz «"{o > 0) ist bei fest ge- 
dachter Basis „stetig", d. b. einer „unendlich 
kleinen" Aenderung des Exponenten ent- 
spricht auch eine unendlich kleine Aende- 
rung des Wertes der Potenz, in dem Sinne, 
dass, wenn sich die Aenderung der Potenz, 
abgesehen vom Vorzeichen, unter einer be-' 
liebig vorgegebenen noch so kleinen (posi- 
tiven) Zahlgrösse ij befinden soll, sich stets 
eine dieser Forderung genügende Aenderung 
e des Exponenten angeben lässt, derart, dass 
jede noch kleinere Aenderung des Exponenten 
die gestellte Forderung erst recht erfüllt" 
Auf den allgemeinen Begriff der Stetigkeit kommen wir 
in § 8 zurück. 

Das bei der Herleitung von III benutzte Hilfsmittel, 

die Grösse e zwischen zwei Werte — und — -— einzu- 

n « + 1 

schliessen, dient auch dazu, die Sätze I und II des § 1 
dahin zu verallgemeinern, dass die dort auftretende Grösse n 
nicht nur wie eine natürliche Zahl, sondern ganz beliebig 
(positiv) ins Unendliche wächst. Wir geben dabei dem Be- 
weise eine Fassung, die auch später {§ 12), bei einem ähn- 
lichen Beweise, zur Anwendung gelangen wird. 

Sei also unter co, dem Exponenten der Potenz a"(o > 0) 
eine beliebig wachsende (positive) Zahlgrösse verstanden, so 
wird m in jeder augenblicklichen Lage zwischen « und « -|- 1 
befindlich sein, wo n eine natürliche Zahl bedeutet: der be- 
sondere Fall, dass a> gerade gleich n ist, kann, weil in § 1 
behandelt, jetzt beiseite gelassen werden. Dann folgt aus: 

(17) » < Q) < rt + 1 
sofort nach den Elementen: 

(18) a" <ia'" <, a"+' resp. «"+' < o™ < a", 

je nachdem o > 1 oder o < 1 gewählt war. 

Mit <o wächst auch n beliebig; da aber dann nach § 1 die ' 
beiden Seiten der Ungleichung (18) den Grenzwert oo resp. 
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haben, je nachdem a > 1 oder < 1 ist, so gilt das näm- 
liche auch von a". 

Ganz analog erledigt sich die Verallgemeinerung des 
Satzes II des § 1. Für eine beliebig abnehmende Grösse e, 
als Exponent von a'(a > 0) hat man: 

(19) ^<«<^ 



(20) «"+' < a' < o" , resp. o" < a' < o"+' , 

je nachdem o > 1 oder < 1 ist. Da aber a" und 0"+' 

den Grenzwert 1 besitzen, so auch a'. Und da a~' ^ — , 

a' 
so gilt diese Verallgemeinerung des Satzes II (§ 1) auch dann 
noch, wenn der Exponent negativ beliebig abnimmt. 

§ 3. Anwendnngen auf Gieometrle. 
Quadratur von Parabeln und verwandten Kurven. 

Auf Grund des Satzes II {§ 1) : a" = 1 und der Formel (1) 
(§ 2) f3r die Summe der geometrischen Reihe sind wir 
bereits in der Lage, geometrische Aufgaben zu bewältigen, 
die über die Elemente der Mathematik hinausgehen. 

Es werde zuerst die sogenannte „Quadratur der 
Parabel" behandelt. 

Man errichte {3. Fig, 4) in zwei Punkten*) a, 6 der 
Scheiteltangente einer Parabel (s. diese Sammlung Bd. 8, 
Abschn. VIII) Lote, bis sie die Parabel in den Punkten P, Q 
treffen. Diese I-ote, nebst dem von P und Q begrenzten 
Parabelbogen und dem Stück ab der Scheiteltangente be- 
grenzen einen Flächeninhalt*') Ja = J, dessen Grosse er- 
mittelt werden soll. Die Berechnung von J wird sich, wie 
bei analogen Kreisaufgaben (s. § 4 und diese Sammlung Bd. 2) 

*) Der Bequemlichkeit halber werden die Punkte vorerst (p. 
Ende von § 3) auf der positiven Seite der AbBcissenachae angenonunen. 
'*) Eine präcise, aoalytiacbe Definition des Begriffes „Flftoben- 
inhalt" wird in der Integrälrecbnung (b. diese SammliiDg Bd. 11) ge- 
geben werden. 

Li ili;c(i:.vV.nUUyll;' 
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darauf gröndeo müssen, dass man J zwieclieii zwei Grenzen 
einschHesst, die einaDder beliebig genähert werden können. 
Eine erste, roheate Annäherung derart ergiebt aich ver- 
möge der beiden Rechtecke, die ab zur Grundlinie und P 
resp, Q als eine weitere Ecke besitzen; der Unterschied 
dieser beiden Rechtecke ist selbst ein Rechteck, nSmIicb das 
mit den Gegenecken P, Q. SchaUet man jetzt, um die erste 
Annäherung allmählich zu verfeinern, zwischen a und h auf 
Scheiteltangente eine Anzahl weiterer Punkte ein, errichtet 
wiederum in ihnen Lote, bis sie die Parabel treffen, so zer- 
legt sich dadurch der Flächeninhalt J in eine Anzahl von 




Fig.*. 

„Flächenstreifen", als deren Summe J" erseheint. Wendet 
man auf jeden einzelnen Streifen die obige Eingrenznngs- 
methode an, und addiert sodann, so erscheint J wiederum 
zwischen zwei Grenzen eingeschlossen, nämlich zwischen der 
Summe der zu kleinen Rechtecke einerseits und der Summe 
der zu grossen Rechtecke andererseits; ersichtlich ist aber der 
Unterschied zwischen den beiden neuen Grenzen geringer ge- 
worden, als bei dem ersten Ansätze, und es lässt sich er- 
warten, dass bei geeigneter unbegrenzter Vermehrung der 
einzuschaltenden Punkte der fragliche Unterschied schliesslich 
beliebig klein gemacht werden kann. 

Welches wird die einfachste Rechnung sein, durch die 
das in der Idee skizzierte Verfahren auf eine sichere Gnmd- 
lage gestellt wird? Bezieht man {s. 1. c. § 38) die Parabel auf 
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eio rechtwinkliges Koordinateosystem, dessen AbsciBsenochse 
die Scheiteltangent«, dessen Ordinatenachse die Achse der 
Parabel ist, so lautet die „Gleichung" der Parabel: 

(1) y-~, 

WO p der sogenannte „Parameter" der Parabel ist 

Der Bequemlichkeit halber wählen wir vorderhand die 

Längeneinheit so, dass p = n wird, also die Gleichung der 

Parabel sich vereinfacht zu: 

(1 a) y = x*. 

Die Abscissen der Punkte a, h seien selbst mit a, h 
bezeichnet, die titrecke von a bis i> i. e. !> — a mit h. 

Der nächstliegende Gedanke wäre der, die Strecke 'h in 
eine Anzahl n gleicher Teile zu teilen; da aber die zugehörige 
Eechnung (s. unten) auf eigenartige Schwierigkeiten stösst, 
versuchen wir es, gestützt auf die Betrachtung des § 2, vor- 
erst mit der Einteilung von A „nach dem Prinzip der 
geometrischen Reihe", d. h. man schalte zwischen a und 
h der Keihe nach die Punkte ah, ak*, aW, . . ., ot"~' ein, 
und wähle die Grösse k so, dass alff* mit dem Endpunkte 
b von h zusammenfällt, i. e. wir setzen: 



,2, n^f- 



Die in den Zwischenpunkten ah, ah*, . . ., ak"—^ er- 
richteten Lote zerlegen die Fläche J ia n Streifen mit den 
respektiven Grundlinien: 

Iak — a — a{k — 1), ak^ — ah^ah(h — 1), 
o*" — «Ä"-' = ak^-^{k — 1), 
die also, abgesehen von dem gleichmässig wiederkehrenden 
Faktor a{k — 1) eine geometrische Reihe, nämlich 1, k, h^, ... 
. . ., A"~' bilden. Die zu den links gelegenen Endpunkten 
der Teilstrecken (3) gehörigen Parabelordinaten haben nadi 
(la) die Werte: 
(4) a*, {ah)*, {ak*f, . . . («Ä"-')«, 

W.Fr.Meyer.DiirBrentialreolmung. l i8^c - v^iÜOy It' 
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dagegen die zu den rechts gelegenen Endpunkten gehörigen 
die Werte: 

(5) (oA)«, (ah*y, CoA«}S . . . (aft-)«. 

Das Produkt aus der Länge ii^nd einer Teilstrecke (3) 
mit der Länge der zugehörigen „linken" Ordinate (4), reap. 
der rechten Ordinate (5), liefert den Inhalt eines Rechteckes, 
der stets kleiner resp. stets grösser ist, als der Inhalt des über 
der Teilstrecke stehenden Flächenstreifens. Summiert man 
demnach die Inhalte der Rechtecke jeder der beiden Arten, 
80 wird J in zwei Grenzen eingeschlossen, wie folgt: 

(6) a\h-l) {l+Jc' + W + {}^T + ... + [k^y-')<J 
< aHft— 1)Ä«<1 +k' + (4»)' + (AB)» + . . . + (A»}— '>. 

Die innerhalb der geschweiften Klammem stehende 
Summe ist die einer endlichen geometrischen Reihe, deren 
Wert Sn man nach (I) § 2 erhält, wenn man daselbst die 

Grösse g durch A" ersetzt: 

mitliiß nach (2); 

1 S»-»> 

Setzt man diesen Wert von s„ in (6) ein, hebt den 
Faktor a^ weg und dividiert, die ganze Ungleichung mit dem 
(positiven) Faktor A — 1, so wird aus (6): 

1 ü-i 

(8) (6s_as)__ < j< (6«_a.)___, 

oder, da ■ , --■— , wiederum nach (I) § 2, die Summe der 
geometrischen Reihe 1 + A + A* ist: 

Nunmehr haben wir uns davon zu überzeugen, dass bei 
beliebig wachsendem n die positive Differenz D der beiden 
Seiten der Ungleichung (9), d. i.: 
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(10) I,_(!.-„.,j|zll, = (i._„.).jl+^(j_„ 

nnter jede Grenze sinkt. Der Bmeh - — ist sicher 

< 1 , somit: 1 + Ä + * 

(11) D<(6» — a»)(Ä — 1). 

Da nach (2) h = ]/-, bo hat A — 1 nach Sata II, § 1 

den Grenzwert Null, und damit auch D, da Ä' — a' ein 
gegebener fest«r Faktor ist. Zugleich aber erhalten die in 

(9) auftretenden Brüche ,j.j_t.i i i i i. i m *^^° Grenz- 
wert ~ q*)' "°*^ ^^ ei^ebt sich schUesslich ffir 
den gesuchten Inhalt J = J^: 

Hinterher kann man von der in (la) gemachten An- 
nahme 2ß = 1 absehen und die ursprüngliche Gleichung (1) 
der Parabel zu Grunde legen; es ist dann nur in (4) und 
(5) jede Ordinate, und damit jede der beiden Seiten der 



(12) unmittelbar über in: 

a2a) ■'•-2p^3^- 

Um das in (12) niedergel^te Ei^bnis in einen ein- 
fachen geometrischen Sata zu kleiden, lasse man in (12) die 



') DasB — der Grenzwart von . ■ , ■ , — r-T5. lässt Eioh aooh b 
' 3 1 + fc + i 

bestfitigen. Man hat: 

- 1 + fe + ft' — 8 _ (ii^ — 1) + (t* — 1) 



3 1 + Ä + ft' 1 + k + k' 1 + Ä + Ä* 

mithin < (* — 1), da Ä > 1. Dar Grenzwert von fc — 1 ut aber Null. 
3* 
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Abscisse a gegen Null, d. h. den Punkt a gegen den Scheitel- 
punkt der Parabel (1) konvergieren. Dana Bpezialisiert 
sich (12) zu: 

t^^^ '^- = 2^-¥=3''*-2^- 

Hierg^en lässt sich allerdings der Einwand erheben, 
dasa der in (12) vorgenommene GrenEprozesB (a unendlich 
klein) nicht ohne weiteres statthaft ist, da die der Herleitung 
von (12) zu Grunde liegende Teilung der Strecke von a bis 
h nach dem Prinzip der geometrischen Eeihe: a, ak, ah*, ..., 
a1^~^, at"^6 versagt, wenn a gegen Null konvergiert. Man 
kann sich aber auf indirektem Wege von der Kicbtigkeit 
der Formel (13) überzeugen. Wäre (13) nicht für jeden 
beliebigen Wert von h gültig, so köimte auch die durch 
Subtraktion entstehende Formel: 

(14) J„_J? = ____- = __g— 

nicht ffir zwei beliebige Werte a, h richtig sein; das ist 
aber ein Widerspruch, da, wie ein Blick auf die Figur lehrt, 
Jl — Jt nichts anderes ist, wie der Inhalt Ja selbst, und 
die rechten Seiten von (12) und (14) übereinstimmen. 
Hieraus geht zugleich hervor, dasa die Formel (13) in Wirk- 
lichkeit ebenso allgemein ist, wie (12), da (12) aus (13) folgt. 
Man schreibe in (13) für die beliebige Äbaciase 6 lieber x, 

80 iat nach (1) y = ;—, und (13) nimmt die einfachere Ge- 
stalt an: ^^ 

(16) J.- = f. 

Durch (15) ist der Satz, den man Archimedes zn- 
schreibt, bewiesen: 

I, „Das von der Achse einer Parabel, ihrer 
Scheiteltangente und den zn beiden Geraden 
durch einen Parabelpunkt gelegten Parallelen 
begrenzte Rechteck wird durch den Parabel- 
bogen dem Inhalte nach im Verhältnis 1:2 
geteilt, und zwar so, dasa das nach der 
Soheiteltangente hin liegende Teilstück das 
kleinere ist." 
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Hiermit ist zugleich die Quadratur der Parabel i%r deo 
audera Fall erledigt, wenn man die Achse der Parabel zur 
AbscisHenachae wählt und die Scheiteltangente zur Ordioateii- 
achee, wenn also die Gleichung der Parabel die sogenannte 
„Scbeitelgleichang" ist: 

(16) y = V2^. 

Errichtet man jetzt im Punkte x die positive Ordinate y, 
so ist das von Abscisse x, Ordinate y und der Parabel be- 
grenzte Flächenstück J^ nach I gleich -^xy, also nach (16): 

(17) j;~^iW"-lWp^^, 

und entsprechend das zu zwei beliebigen Absciasen a, 60a) 
gehörige Flächenetück jI: 

(18) Jl=^%np{b^-a^)- 



Es ist oben betont worden, dass die nächstliegende Ein- 
teilung der Strecke von a bis & die in » gleiche Teile ge- 
wesen wäre, oder, wie man auch sagen kann, „nach dem 
Prinzip der arithmetischen Beine", d. h. so, dass fb 
6 — o ^ Ä, die Teilpunkte: 

a, a-\ — , a-] , a-\ , . . ., a-\ ä. 



entstehen. Ol^leich die jetzt zur Ableitung von (12a) er- 
forderliche Eechnung weniger durchsichtig ist, als die oben 
durchgeführte, so ist doch eine Vei^leichung instruktiv. 

Die » Teilstreifen von J haben jetzt alle die nämliche 

Grundlinie -; die „linken" Ordinalen sind euccessive: 



(19) a'.\a + -^,[a+-),.. 
die „rechten" Ordinaten dagegen: 



:, Google 
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<-)h^r. (»+¥)' K?r h'ij- 

ScUiesst mun wiederum den gesuchten Flächeninhalt J 
durch die Summe der zu kleinen und die Summe der zu 
groBsen Rechtecke ein, so kommt nach leichter Zusammen- 
fassung: 

(21) ^[„». + ?£^<l+2 + 3+...+(«-l)> 

+ ^<l' + 2' + 3' + ...+(»-!)■>] <J 

■+»> 

+ ^<l' + 2' + 3'+. ..+«>>]. 

Die (positive) Differenz D der beiden Seiten der Un- 
gleichtuig (21) ist sofort zu bilden, nämlich: 

(22) *(2^.„ + ^. 

läsBt also unmittelbar erkennen, dass sie mit wachsendem » 
gegen Null konvergiert. 

Nicht ganz so leicht ist aber die Ermittelung des Grenz- 
wertes einer der beiden Seiten von {21}, etwa der linken. 
Wir bedürfen dazu der beiden Formeln aus der elementaren 
Arithmetik (s. diese Sammlung, Bd. 5): 

(23) 1 + 2 + 3 + .. . + («-l)- "'"~" 

(d. i. die Summe der „arithmetischen Beihe"), 

(24) l- + 2- + 3- + ... + (.-l)-- "'"-'f"-" . 

Es wird nützlich sein, tur die Ableitung dieser Formeln 
ein Verfahren einzuschlagen, das sich ohne Mühe auf die viel- 
fach vorkommende Aufgabe, die Summe der A*«" {A = 3, 4, . . .) 
Potenzen der ersten w — 1 natürlichen Zahlen: 1* -|- 2* + 3' 
+ ... + (n — 1)* übertragen lägst. Man hat die Identitäten: 



(26) 
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«■_<(»- l) + l>' = (»-l)" + 2(»-l) + l 
(»-!)■ =<{n-2) + l>> = (»-2)' + 2(»-2) + l 
(»-2)'-<(«-3) + l>' = (n-3)' + 2(»-3) + l 

2'-< 1 + 1>'- l'+2. 1+1. 



Addiert man, so zeretöreo sich alle Quadrate bis auf 
n^ links, 1' reehts, und es ergiebt sich: 

«■-l' + 2<l + 2 + 3 + ... + (»— l)> + n— 1 
-» +2<l+2 + 3 + ... + (»— 1» 

und damit die Formel (23). 

Ganz analog bat man, auf Grund des binomischen Satzes 
(s. diese Sammlung, Bd. 5 oder diesen Band § 6): 

<(»-!)+ l>"-(»-l)> + 3(«-l)' + 3(«-l) + l 

(n-l)= = <(»-2) + l>»_(»-2)» + 3(»-2)' + 3(»-2) + l 

(26) (»_2)'-<(»-3) + l>>-(»-3)» + 3(»-3)> + 3(»-3) + l 

2'-{ 1 + 1>'— 1'+ 3.1'+ 3.1 + 1. 

Addiert man, so zerstören sich die Kuben bis auf f»' 
links, 1' rechts, und es ergiebt sich: 

„._{1. + „_1) + 3(1. + 2"+... + (»-!)'> 
+ 3<1 +2 +... + („_l)>, 
und mit EinseteuDg des Wertes (23): 

= 2n(n* — 1) — 3» (w — 1) 



= w(b — 1)(2«— 1) 
6 
d. L aber die Formel (24). 

u.,=,i,zt!dbvGoogIe 
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Mit Hil& von (23) und (24) formt sich nunmehr die 
linke Seite der UngleichuDg (21) um in: 

(27) -^na + — ^~- + -^ ^ J 
^^ |[6a» + 6aA + 2Ä» - ^(2ö + Ä) + ^1, 

konvergiert also bei beliebig wachsendem n g^en den Grenz- 
wert: 

(28) J"- ^(3a» + 3oÄ + V). 

Setzt man hier fSr A seinen Wert 6 — a, bo lehrt eine 
einfädle Umrechnung, dass sich in der That die rechte Seite 
von (28) auf die rechte Seite von (12a) reduziert 

Auf Grund der Teilung einer Strecke nach dem Prinzip 
der geometrischen Beihe und des Satz^ II § 1 l^t Bicn 
das Problem der Quadratur such für weniger einfache Kurven 
Idsen. Zu dem Behuf ziehen wir zuvörderst die aogenaonten 
„höheren Parabeln" in Betracht, deren Gleichung ist: 

(29) y = «-, 

wo m eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl ist. 

Es werde zuerst der Fall eines positiven m behandelt. 

Indem man, wie oben bei der gewöhuüchen Parabel (la), 
von zwei positiven Äbsciseen a, b(> o) ausgeht, behalten die 
Grundlinien der n Teilstreifen des FläohcninbaJles J ihre 
Werte (3): 

(3) a(i — 1), ah(k~l), «*»(* — 1), . . ., oA— "(* — 1); 
die Längen der linken Ordinaten werden jetzt: 

(30) o", (ak)«, (aÄ")", . . ., (aA— ')", 
die Längen der rechten Ordinaten: 

(31) {o*)", (aJ»)"', (aÄ»)", ..., (ffl*-)-. 

Die Einschliessnng des gesuchten Inhaltes J zwischen 
den Summen der zu kleinen resp. zu grossen Rechtecke 
liefert: 
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(32) o-+'{i- 1) <1 + *-+■ +(!?■+')■ + ... + (*-+')--'><J' 
<o»+i(t—l)*"<l +*■+'+(*"'+')' + ... + {i"+')"~'>- 
Die geschweitle Klammer hat als Summe einer geo- 

metrischeD Reihe nach (I) § 2 und, da nach (2) £" = -, 
den Wert: " 

„,, (k-+')' — l _ {!/•)•+' - 1 _ _J_ 6-+i_a-+i 

so dass (32) übergeht in: 

(34)(6"+'-a"+'} ^„^;_^ <J<(6"+t-o"+') ^,+T„f 
____ Ä_i 

oder, da — v ^ — die Summe der geometrischen Reibe 

l-fÄ + Ä» + ...+Ä" ist, in: 
(35) (6"+i — a^+i) 



<(&»+!_ a«+i) 



1 + k + k^ + .-.+i-' 



Die positive Differenz D beider Seiten der Unglei- 
chung (35) ist, da wiederum nach der Formel der geo- 
metrischen Reihe ft" — i = (l+k + k' + ,.. + lr--^) (k—l) 
wird: 

(36) j-(^..-,...) ^^^: + ;;; + *r (i-i), 

, , l+ft + Ä»+ ... +Ä"-i .. ^,., 

«**«'' ^« i+A + >fc^ + ...+A" '"''^''^ < ^ ''''■ 

(37) 2) < (J"*+i — a»+>) (4 — 1), 

sinkt also nach II § 1 bei wachsendem n unter jede Grenze. 
Zugleich nähert sich, da k den Grenzwert 1 besitzt, der 

Bruch n — r^ — , ,. , ■ ■ — , , -■ dem Grenzwert — , und 

1-1-44- ja 4-, ..^Jm »t + 1 

es resultiert somit aus (35) für den gesuchten Inhalt J = Ja 
der Wert: 
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(38) j;^^:il^'l. 

Hier darf man, geuau wie bei (12a), die Äbscisse a 
gegen Null konvet^ieren lassen, und erhält für eine beliebige 
(positive) Abscisse xi 

(39) j;_£:^__5^. 

^ ' m + 1 m + 1 

Mithin wird das Rechteck xy durch die höhere Parabel 
(29) im Verhältnis 1 : m geteilt {m positiv, ganz). 

Ist die rechte Seite der Parabelgleichung (29) noch mit 
einem Zahlfaktor c behaftet: t/ = caf', so ist leicht zu sehen, 
daBs sich die Formeln (38), (39) nur unwesentlich ändern, 
Dämlich in: 

(40) J.'-c '^'-'-f" , Jl^c-^ 5-. 

■^ m+1 ' m + 1 fM + 1 

Nur um ein weniges schwieriger gestaltet sich die 
Untersuchung des zweiten Hauptfalles, wo der Exponent m 
in (29) eine negative ganze ZaM ist, =^ — /i, wo ft dann 
wieder eine natürliche Zahl bedeutet 

Bei negativem m nimmt die Kurve y = K" bei wach- 
sendem (positiven) x fortwährend ab: das hat aber nur zur 
Folge, dass sich die beiden Seiten der Ungleichung (32) ver- 
tauschen. Es kommt dann mir noch auf die Ermittelung 

jfc«+i 1 

des in (34) auftretenden Grenzwertes — r — an. Indem 

wir den Fall i»-|- 1 = 0, i. e, nt = — 1 ausechliessen, ist 
auch f» 4- 1 eine negative ganze Zahl, = — v. Dann wird: 

h-*—l 1^ ife* — 1 

Ä — 1 ~ k'-' k — l' 



(41) 



und der Bruch -j- — nach obigem den Grenzwert 



Da mit k auch k" = 

if — 1 

bat "^ — ^ den Grenzwert — v = m+l, also der re- 
ziproke Bruch den Grenzwert ; — - • Und da auch 

•^ »»4-1 



— I mit k den Grenzwert Eins besitzt, so besitst 

L,.,l,z<,i:,.,GOÜgll,' 
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jeder der beiden Faktoren von b^+' — a'^+i den Grenzwert 
— -— - und 68 resultiert fBr J^ wiederum die Formel (38). 

In (38) ist der Nenner i» -{- 1 negativ, aber auch der 
Zähler, da &"+' jetzt kleiner als 0"+^ ausßllt. 

Wir können endlich noch einen Schritt weiter gehen, 
und den Exponenten in ^ ^ ;r" als emen beliebig g^ebenen 
positiven oder negativen Bruch voraufisetzen. Ea ist dann 

nur wieder der Grenzwert von - , - — festzustellen, wo 

« — 1 
auch m + 1 ein beliebiger positiver oder negativer Bruch 

sein kann. Sei zuerst m -\- 1 ein positiver Bruch, = -^, wo 
a, ß natürliche Zahlen bedeuten. P 

Es wird jetzt: 



(42) 



(43) 

80 haben k und l gleichzeitig den Grenzwert Eins: (42) geht 

über in: 

(44) &■»+'-! ^-1 1 

l— 1 
Von den beiden Faktoren rechter Hand hat der erste 
den Grenzwert a, der zweite den Grenzwert -r, also das 

Produkt den Grenzwert -^ = m + 1. Somit bleibt auch 

ß 
in diesem Falle die Formel (38) erhalten. 

Endlich sei m + 1 negativ, = — -^, dann kommt un- 
mittelbar: " 



k — 


— 1 

1 


■ k 


- 1 \mI 
— 1 1 


— 1 
- 1 


kf- 
k~ 


- 1 

1 


Setzt man 


hier 


ZOI 


Abkürzung: 
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it-.+i_ 1 J~7_l I li'f—\ 

f^^' ^7ri--^^n---T-T^rT' 

und als Grenzwert ^ — m + 1. 

F&Bst man zusammen, so erkennt man, dasB, welchen 
ganzzahJigen oder gebrochenen, poeitivea oder negativen 
Wert exkl. — 1 der Exponent m ia y — af haben mag, der 

Brach — r z — ( wo Ä — [/ — , bei wachsendem n g^en 

den Wert w + 1 konvei^ert, und somit die Formel (38) 
ihre GOJtigkeit behält. 

Aber auch für den Ausnahme&ll m — — 1, d. i. die 
Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel (s. diese Sammlnng 
Bd. 8, § 46), deren Asymptoten die KoordiDatenachsea sind : 

läsat sich noch ein gewisses Ergebnis feetstellen. 

Denn in diesem Falle geht direkt aus (3), (30), (81) 
hervor, daas 
(47) ^.n(i-l)<J<»(A-l). 

Um hieraus den gesuchten Inhalt J zu entaehmen, 
müsste man den Grenzwert des Produktes n{k — 1) für 
wachsendes n ermitteln; es bietet sich also hier die Er- 
scheinung eines Produktes dar, dessen einer Faktor h — 1 
gegen Null konvergiert, während der andere, n, über alle 
Grenzen wächst. Um auch in diesem Falle zu einem be- 
stimmten Ergebnis zu gelangen, müsste vorerst genauer das 

Gesetz untersucht werden, nach dem sich A; — |/— der 

Grenze 1 nähert. Dies ist aber mit den bisher entwickelten 
Hilfsmitteln noch nicht ausführbar; wir konunen in § 12 (IV) 
darauf näher zurück; es wird sich zeigen, dass J durch den 

sogenannten natürlichen Lc^arithmus von — ausgedrückt wird. 

Man beachte noch die Gestalt des Bruches — v — , 

für den wir im obigen auf Grand der geometiischen Beibe 
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den Grenzwert m -f- 1 erhalten haben. Würde man direkt 
im Zähler, wie im Nenner k gegen Eins konvergieren lassen, 
so würden Zähler und Nenner gleichzeitig gegen Null kon- 
vet^eren, d. h., es würde eine Bruchform erscheinen, bei der 
die gewöhnlichen Begeln der Arithmetik versagen (s. § 17 
und das Beispiel (4) daselbst). Es wird bald deutlicher 
hervortreten, dass gerade die systematische Untersuchung 
derartiger Brucbformen eine Hauptaufgabe der Differential- 
rechnuDg ausmacht. 

Femer ist noch eine geometrische Eigentümlichkeit des 
Inhaltes j' für die Kurven y = x" hervorzuheben, die eich 
auf einen abermaligen Grenzprozess stützt. Ist der Ex- 
ponent f» positiv, so wächst die Ordinate j/ zugleich mit der 
Abscisae x fortwährend; es ist daher evident, dass der In- 
halt Ja bei wachsendem b allmählich jeden Wert über- 
schreiten muss: in der That gilt dasselbe von dem Ausdrucke 

(,"+1 0-»+! 

— . Ist dagegen der Exponent m negativ, gleich 

= — fi, 80 nimmt y für beliebig zunehmende x beliebig 
ab, d. b. die Kurve y = af* nähert sich der positiven Ab- 
scissenachse immer mehr, ohne sie je zu erreichen; man sagt 
in einem solchen Falle: „die Kurve besitzt die AbscisBenachse 
zur Asymptote". Lässt man jetzt wiederum die Endabscisse 
h beliebig wachsen, so dehnt sich zwar die Fläche J\ der 
Länge nach immer mehr aus, schrumpft aber gleichzeitig der 
Höhe nach immer mehr ein, so dass zur Beurteilung des 
Grenzwertes von J^ die geometrische Anschauung versagt. 
. 6«+i a"+' 

Die Formel (38) J^ = - — t: , ^ebt indessen so- 
fortigen Aufschluss. 

Man unterscheide zwei Fälle, je nachdem ft, = — m 
zwischen und 1 gelegen, oder aber grösser als 1 ist^ Im 
ersten Falle föllt »»+1=1 — /f positiv aus, im zweiten 
Falle negativ, = — {/* — 1). 

Im ersten Falle ist ;; ein Bruch, der bei 

festgehaltenem a und wachsendem h jeden Wert überschreitet. 
Im zweiten Falle dagegen ist ^ ^ 

fl— (^— 1) — fc— t^— 1) af^—^ — ^—1 
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30 S 3- Qudratnr tod Panbela und Tanrandlen Knrrm. 
ein Bmcli, der bei feBtgehaltenem a und beliebig wachsen- 
dem b gegen den festen Grenzwert 7 j^r — ^7 konvemert. 

Demnach gilt der Satz: (/*- l}o^ 

„Für die Kurve y = ar-/* (/t positiv), die die 
ar-Achse zur Asymptote hat, besitzt der Inhalt 
Ja (38) bei wachsendem b den Grenzwert oo 

resp. ^ — — 3Y, je nachdem /t zwischen 

und 1 gelegen oder aber grösser als 1 ist."*) 
Der Uebergangsfall fi= l muss iiier noch unentschieden 
bleiben**) (s. § 12, IV). Wir schlieseen diese Untersuchungen 
über die Quadratur der Kurven y ^ a?" ab, indem wir noch 
eine wichtige Verallgemeinerung vornehmen. E^ sei jetzt g 
ein Ag^iregat von Potenzen von x, etwa von zweien: 
(48) y = aa^ + ßx', 

wo a, ß feste Koet&zienten, m und p beliebige Exponenten 
(exkl. — 1) sind. Wir wählen wiederum ein Intervall {a...b) 
(b > 0) der pot^itiven Abscissenachse und setzen voraus, dass 
p für dieses Intervall nicht etwa negative Werte annimmt 
und nur wächst.***) Bei Zugrundelegung von (48) erweitem 

*) Entaprecbendea gilt, wenn a (bei fettgvholtenem & = a;) gegan 
Null koQvergiert: für ^ ^ 1 iit J^ ^ 00, für f <i 1 dagegen 

jz_ »"+' _ »y 

■'•> - M + 1 ~ m + 1 ' 
■o dass also hier ^89) erhalten bleibt, wenn snch die geometrieche 
Anelegang 211 modifizieren iit. Man beechte noch, den fOr /i ]> 1 



**) Unter Yorwegnabme des p. S8 (Zeile 3 TOn nntea) aofgefOhrten 
Satzea würde »ich ergeben, daae hier »owohl J^ = 00, wie J^= co 

***) Sollte y im Inteiralle {a...b} nur abnehmen, so wflrden eich 
nur die beiden Seiten von (49) Tertanechen, was enf (BO) keinen Ein- 
fioM hat. Sollte aber y abwechselnd zn- and abnehmen, so l&Nt «ich 
das Intervall (a . . . 6) in Bolche Teüinterralle eerlegen, in denen jr ent- 
weder nnr za- oder nar abnimmt: die Sanunierong der einielnen / 
führt dann wiederom zur Schlaisformel (ÖO). — Entaprechendee gilt 
ftlr die allgemeinere Oleicbnng (51), sowie fOr den weiter unten be- 
handelten Fall, da«« }/ im Intervalle (a...6) nicht positiv ist. 
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sich die Formeln (30) bis (34) zur Berechnung von J^ = J 
unmittelbar dahin, dass an die Stelle der Ungleichung (34) 
nunmehr die folgende tritt: 

(49) k—l i— 1 



Ä— 1 k—1 

Jm + l -j ifcF+' 1 

Da — i — den Grenzwert m + 1 , — ; ; — den 

k — 1 Ä— 1 

Grenzwert p-\- 1, If und Jt? mit k den Grenzwert 1 be- 
sitzen, 80 erweitert sich die Formel (38) zu der folgenden: 

(50) J!^a-- -^ + ß.- -^ . 

Das Verfahren überträgt sich sofort auf den Fall, wo t/ 
das Aggregat mehrerer Potenzen von x ist: 

(51) y ^ ax-" + ßxf + yx' -\ 

Um das Besultat bequem zu formulieren, führe man zur 
Abkürzung die Bezeichnung F{x') fiir den Ausdruck ein: 

und demgemäss die Zeichen F(p), F(a) für die Werte, die 
F(x) annimmt, wenn man b resp. a (äi x substituiert. 

Dann ei^ebt sich für den Inhalt J^ die durchsichtige 
Formel: 
a) Jt = F{h) - F(a). 

Sei etwa im besondem: 

(53) p^ax^ + ßx + y, 

d. h. die Gleichung einer (gewöhnlichen) Parabel, deren Achse 
parallel der Ordtnatenachse läuft, so wird der Ausdruck F{x): 

(54) F(«)_i|! + ^|' + ,», 
somit nach (53): 

DuiiizodbvGoogle 



(55) J,'. 

-(*-«){! ('• + »« + «') + §(» + ») + )■}• 

Zum Schlosse sollen auch die bisher gemachten be- 
Bobrätikenden Voraussetzungen über das Intervall von a bis 
&(> a) — daes nämlich a und b posJüv sein sollen und die 
Ordinate y (51) fQr dieses Intervall nicht negativ werden 
dürfe — erweitert werden. 

Seien zuvörderst a und i(> a) beide n^^tiv, und im 
Intervalle von a bis b y niemals negativ, so bleiben die Ent- 
wickelungen (30) bis (38), (49) bis {b2) Wort für Wort gültig 
und damit auch Formel (I). Man kann speziell (unter Aus- 
schlusa des p. 30 Änm. *) erwähnten Ausnahmefalles) b gegen 
Null koDvei^eren lassen, und erhält: 

(66) J^ ^ F{0) — F(a). 

Ist dagegen a negativ und b positiv, y wiederum im 
Intervalle nicht negatjv, so zerlege man das Intervall von a 
bis b in die beiden Intervalle von a bis und von bis b, 
dann zeigt die Figur sofort, dass J^ — Jt + Ja wirdi somit: 

(57) Ji^Jt+jS= {F(<))-F{a)}+{F(b)-Fia)}=F[b)-Fia). 

Nonmebr sei iur ii^nd ein Intervall von a bis b die 
Ordinate y (51) niemals positiv. Dann tritt in den Eäit- 
wickelungen (30) bis (38), bei denen nur die absoluten Grössen 
der Strecken und Flächeuinhalte in Betracht kommen, bloss 
die Aenderungen ein, dass in (30), (31) jede Ordinate «in 
negatives Vorzeichen erhält, mithin auch die beiden Seiten 
der Ungleichungen (32), (34), (35) und (49) ihr Vorzeichen 
wechseln mfissen. Demnach erhält man, wenn man das 
negative Vorzeichen wieder nach der Mitte dieser Un- 
gleichungen, d. i. nadi J, wirft^ und den Grenzprozess genau 
wie oben vornimmt: 

(58) — J^ = F(h) — F{a). 

Durch Kombinierung der Formeln (1) und (58) lässt üch 
jetzt der allgemeinste Ffdl erledigen, dass in einem Intervalle 
von a bis &(> a) die Ordinate abwechselnd positiv und 
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negativ sein kaoD, d. h. daes die Kurve (51) die ÄbsoisseQ- 
achse innerhalb des Intervalles in einer ßeihe von Punkten, 
etwa Ol, Oj, Og, . . ., a„, schneidet. 
Dann geht ans der Identität: 

(59) {F{a,)-F{a)}+{Fia,)-F{a{j)+{F[a,)-F{a,)}+- 

...+F(b) — F{a^) = FQ)) — I(a) 

unmittelbar der allgemeine Satz hervor; 

II. „Wenn innerhalb des IntervalleB von 
a bis &(> a) die Kurve (51) die Abscissenachse 
ein- oder mebreremal schneidet, so stellt 
F(J)) — ^"(0) die algebraische Summe der ab- 
wechselnd oberhalb und unterhalb der Ab- 
scissenachse gelegenen Flächenstücke J" dar, 
die oberen positiv, die unteren negativ ge- 
nommen. Schneidet dagegen die Kurve die 
Abscissenachse im Intervalle von a bis b nicht, 

so ist F(b) — F{a) = + Jl, resp. Jl, je 

nachdem die fragliche Fläche eine obere 
oder eine nntere ist." 
Würde man endlich die Endabsebse b kleiner als die 

An&ngeabsciese a annehmen, so kehren alle Teilstrecken des 

Intervalles von a bis h ihr Vorzeichen um, und man erhält 

ohne weiteres: 

(60) Jl =. F{a) — F(}>) (a > 6). 

§ 4. Anirendangen auf Geometrie. Fortsetzung. 
Quadraturen ebener Kurven bei schiefwinkligen 
und Polar-Koordinaten. Kubaturen von Rotations- 
körpern. 
Die Entwickelungen des vorigen Par^raphen lassen sich 
mit Leichtigkeit auf den Fall übertragen, wo statt des recht- 
winkligen ein schiefwinkliges Parallelkoordioatensystem zu 
Grunde gelegt wird. Es li^ also in diesem Sinne eine 
Kurve vor: 

(1) y = aaf, 

80 grenzen wir wiederum auf der Abscissenachse zwei positive 
Abäcissen a, 6(> a) ab, legen durch diese Punkte a, b Par- 

W. Fr. Hey er, Differentialrechnung. 3 
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allelen mr Ordinatenachee und geltmgeii so vemi^e der Kurve 
(1) zu einer Fläche Jt, derea Inhalt beetinimt werden soll. 
Indem wir gwau wie in § 3 die Strecke ab nach dem Prin- 
zip der geometrischen Beihe einteilen, zerlegt sich die FtSche 
Ja ia n Teilstreifen; der einzige Unterschied ist der, dass 
jeder dieser Teilatreifen mit Hilfe von Parallelen zur Äb- 
scissenachse von zwei Parallelogrammen, statt Bechteckec, 
eingeschlosBen wird (s. Mg. 5). Nun ist der Inhalt eines 
FaraUelogramms das Produkt der Längen zweier anstossen- 
den Seiten in den Sinus des eingeschlossenen Winkels; da 
aber dieser Winkel (als korrespondierender) gleich dem 



Winkel a> ist, den die beiden Koordinatenachsen miteinander 
bilden, so ist die Ungleichung (32) (§ 3) jetzt nur dahin ab- 
zuändern, daas deren beide Seiten noch mit dem fenten Faktor 
asiaio zu versehen sind. Da im übrigen der Grenzprozees, 
sowie die verBchiedenen in § 3 voi^nommenen Erweiterungen 
genau so verlaufen, wie dort, so haben wir das Ergebnis: 
„Die Sätze I und II des § 3 lassen sich 
ohne weiteres auf den Fall schiefwinkliger 
Parallel-Koordinaten übertragen, indem man 
der Differenz F<p) — F{ä) den Faktor sin 6), 
wo o) der Koordinatenwinkel ist, hinzufügt: 
(I) J^ = sin a> {F(p) - F{a))." 

Im besondem nlt also lur die Kurven (1), hei positivem 
m (s. p. 30, Anm. *), für o = und h = x; 

^ ' " m+ 1 ' 
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d. h. der Inhalt des Parallelogramms mit den Seiteo x, y 
wird durch die Kurve (1) im Veriiältnis 1 : m geteilt, der- 
art, dass das nach der Abscissenachse zu liegende Stück 

— — — des Parallel(^ramm8 ist. 

Fnr m = 2 bat man (s. diese Sammlung Bd. 8, § 30) 
eine gcwölmliche Parabel; die ÄbsciBsenachse ist eine be- 
liebige Tangente der Parabel, die Ordinatenachse parallel 
der Parabelachse. 



Nunmehr fassen vir den Fall von Polarkoordmaten ins 
Auge. Es empfiehlt sich, die Gleichung der zu untersuchen- 
den Kurve in der Gestalt vorzulegen: 

(3) 

Hier bedeutet □ eine 
positive Konstante, r den 
stets positiv zu nehmen- 
den Kadiusvektor, der von 
einem festen Punkte 0, 
dem „Pole", nach einem 
' beliebigen Punkte P der 
Kurve (3) hinläuft, während tp der positive Winkel*) ist, 
den der Radiusvektor mit einer festen Achse, der „Pol- 
achse", bildet. Es empfiehlt sich aber, unter dem Winkel <p 
nicht, wie in der elementaren Mathematik, den nach Graden, 
Minuten und Sekunden eingeteilten Flächenraum zu verstehen, 
sondern die Länge des zugehörigen Bogens des um mit 
dem Kadi US 1 geschlagenen Kreises („Einheitskreises"). 
Dann ist nach der Planimetrie (s, diese Sammlung Bd. 2) 
der Flächeninhalt eines Kreissektors gleich 

Quadrat des Radius • Centriwinkel 



*) Genauer, ea iit f der Winkel, am den man sich den Radini' 
Vektor von der Polachse aaa in einem beBtimmten, all positiv be> 
zeichneten Sinne gedreht denkt, bis er die Lage r erreicht. Ist <p' 
der kleinste Winkel dieser Art, ea kann zn f' noch eine Anzahl n von 
vollen Umdrehungen um hinzatreten, so das» der fr^liuhe Winkel 
ip von der GröBBe y '+ 3b)i (« ^ 0) ist. 

1 a» v_.uuviL' 
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Man betrachte jetzt zwei Radien Vektoren fg, r^ der 
Kurve (3), die mit der Polacbse die Winkel <pc, ViO 9^), 
also miteinander den Winkel <pi — tp^ bilden. Diese beiden 
Vektoren begrenzen mittels der Kurve ein geschlossenes 
FlSchenstück, einen „Sektor", dessen Inhalt mit Äjj be- 
zeichnet werde. Der Inhalt S^ soll ermittelt werden. 

Man teile den Winkel tp^ — <Pq, genau wie in § 3 die 
Strecke b^ a von a bis b, nach dem Prinzip der geometrischen 
Eeihe, vermöge der einzuschalteDden Vektoren, die inkl. r^, r, 
mit der Polachse der Reihe nach die Winkel bilden: 

(4) tpa, (po^, ipo*'> ■■■> ff"!)*""'! ff'o*" = 9'it 

so dasa k die positive n^ Wurzel aus ~ ist: 






Dadurch zerlegt sich der Winkel q>i — qsj in m Teil- 
winkel*) von der Grösse: 

(6) M^—l), <p<,k(.k—l), ip,k^{k~l), ..., ,p^k—'(k-l). 

Nehmen wir an, der Exponent m in (3) sei zuvörderst 
positiv, 80 nimmt der Radiusvektor r bei wachsendem 
Winkel tp zu. 

Zu den n Teilwinkeln (6) gehören n Teilsektoren, die 
zusammen wieder den Sektor S^ ausmachen. Dann ist fär 
diese Teilsektoren das Quadrat des jedesmaligen kleineren 
Vektors gemäss (3) der Reihe nach gleich: 

(7) a^o™! <'{9'o^)"'> oC9'o**)"i ■ ■ ■» *'(?'o'^""')"'> 
dagegen das Quadrat des jedesmaligen grösseren Vektors 
der Reihe nach gleich: 

(8) aitpoky", a{<p;,k^)'', a(<po*')", • • ■. 0(9^0*")*. 
Nunmehr schliessen wir jeden Teilsektor von S^ in 

zwei Grenzen ein, indem wir um mit den beiden be- 
grenzenden Vektoren je einen Kreis schlagen, imd so, eben 
vermöge der beiden Vektoren, zwei Kreissektoren heraus- 



*) Man denke sich n bereits 10 groHS gevthlt, daia alle Xeü- 
winke! < — werden. 
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schneiden; zugleich wird dadurch S^ selbst in zwei Grenzen 
eingeschlossen, die Summe der zu kleinen und die Summe 
der zu grosnen Kreissektoreo. Nach der obigen, wiederholt 
an zu wenden den Formel für den Inhalt eines Kreissektors 
kommt also, als ADal<^n zu der Ungleichung (32) (§ 3); 

(9) l-pr+'cft-i) <i+^^'+(A"+')^+-+(*-^')'^^)<ss 

Die beiden Seiten der Ungleichung (9) unterscheiden 
sich von den respektiven der Ungleichmig (32) (§ 3) nur 



an Stelle des dortigen Buchstabens a jetzt der Buchstabe 91^ 
steht. Da im übrigen der vorzunehmende Grenzprozess, 
indem man wiederum die Anzahl n unbeschränkt wachsen 
lässt, genau wie damals verläuft, so entsteht nnmittelbar als 
der gesuchte Grenzwert für S^: 



(10) 



^ Vi 



m+ 1 



Dieser Ausdruck für S^ bleibt auch derselbe, wenn der 
Exponent m in (3) n^ativ ist; denn da alsdann der Vector r 
bei zunehmendem (p abnimmt, so vertauschen sich nur die 
beiden Seiten der Ungleichung (9). Auszuschliessen ist 
wiederum nur der Fall, wo der Nenner in (10), d. i. m + Ij 
gegen Knl! konvei^iert (s. § 12 (IV)). 

Desgleichen voliziehen sich alle in § 3 vorgenommenen 
Erweiterungen hier in derselben Weise; liegt also an Stelle 
von (3) die allgemeinere Kurve zu Grunde: 

(11) r^^a.p'« + ß<ff-{-y>pi + ..., 
so bilde man sich den Ausdruck F{tp): 

(12) ir(.p)_-_^ + -_^ + -_j-^ + ... 
dann ei^ebt sich: 

(U) SS - ^fi) - n<p<,) (9^1 > <?„)■ 
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Es tritt hier sogar ineofem eiDe Vereiofachung gegen- 
über § 3 ein, als r' niemals negativ werden kann/^ea stellt 
also stets (II) den wirklichen Inhalt des cum Winkel 9^ — ^, 
gehörigen Sektors S^ dar; dagegen kann es sehr w<Al ein- 
treten — und das ist der Fall, sobald der Winkel q>i — ip^ 
die Grösse eines Vollwinkels [d. i. 2n) äbersteigt — , dass 
sich das FlScbenstück S^ ein- oder mehreremal, teilweise 
oder auch ganz überdeckt. Es gilt also der Satz: 

„Der Flächensektor der Kurve (11), der 
überstrichen wird, während sich derVektorr 
aus der Lage ipo in die Lage q>i{^ipo) bewegt, 
hat den Inhalt (II). 
Ist im besondem (11) von der (Gestalt; 
(13) r — o^(o>0), also r» — a»^?»'', 

80 hat man ofTenbar für ^(9:1) (12) zn setzen: 

wo der Fall 2^ + 1 - 0, d.i. ft ^ 

(8. § 12 (IV)). ^ 

Die beiden bekanntesten Fälle von (13) sind /*=—!, 
d. i. die „Archimedische Spirale" (s. diese Stunmliing 
Bd. 8, Äbschn. XV) und ft^- — 1, d. i. die „hyperbolische 
Spirale". Hier kommt sofort nach (II): 

(15) Ä^-^Cyl-v-SX/i-i) 

Zum Schlüsse möge noch gezeigt werden, wie sich das 
oben zur Quadratur der Kurven (11) befolgte Verfahren mit 
geringfügigen Äenderungen auf die Lösung einer wichtigea 
stereome tri sehen Aufgabe übertragen lässt. E» liege, bezogen 
auf ein rechtwinkliges Achsensjetem, eine ebene Kurve vor, 
deren Gleichung von der Form ist: 
(17) y» = aaf- 4- ßxr+ yx^ + ..., 

d. i. 

y =~ ya^ + ßie'+rxi+ . . ., 
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WO die Quadratwurzel reell und positiv sei Durch voll- 
ständige Drehung der Kurve um die AbBoiesenaohse entsteht 
eine „Kotationsääche". 

Man wähle wiederum ein Intervall von a bis b auf der 
Absciesenachse, innerhalb dessen die Kurve (17) etwa nur zu- 
nehme. Durch die Punkte a, b lege man je einen „Quer- 
schnitt", d. i. eine Ebene senkrecht zur Drehachse, die dann 
ans der Fläche einen Kreis („Parallelkreis") ausschneidet. 
Diese beiden Parallelkreiae, nebst dem eingeacblosaenen Teil 
(,, Zone ") der Rotationsääche begrenzen ein Körperstäck, 
dessen Volumen T^ berechnet werden soll. Man nennt diese 
Au%abe die „Knbatnr" der Rotationsfläche. 
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Die Strecke von a bis b wird genau, wie in § 3, nach 
dem Prinzip der geometrischen Beihe in n Teilstreoken 
zerlegt: 

a{k—l), akik—1), ak^(k—l), ... 

..., oit»- i(ifc— i)(jt-y^). 

Durch jeden der eingeschalteten Teilpunkte 1^ matt 
wiederum einen Querschnitt, so erscheint das ganze Volumen. 
Va als die Summe von n analogen Teilvolumina, deren jedes 
eine der Teilstrecken zur „Breite" hat, und durch Drehung 
des auf der Teilstrecke stehenden, in § 3 betrachteten 
Flächenstreifens um die Abscissenachse entsteht. Ein solches 
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Teilvolnmen läset sich in zwei GreozeD einscfaliesBen, Dämlicli 
in zwei gerade Kreiec^ÜDder, die durch Drehung des in § 3 
verwendeten kleineren resp. grösseren Bechte^s um die 
Abscissenachse entstehen. Bezeichnet man für den Äugenblick 
die Höhe des kleineren Keohtecks mit f/i, die des grösseren 
mit yt, die gemeinsame Grundlinie, d. i. die bezügliche 
Teilstrecke mit d, so sind die Volumina der beiden Kreis- 
cylinder, wie in jeder elementaren Stereometrie bewiesen 
wird: 

ylnd resp. ylnd. 
Folglich unterscheidet sich die auf Grund dieser Aus- 
drücke aufzustellende Rechnung von der oben auf Grund der 
Formel für den Inhalt eines Kreissektors durchgeführten nur 
dadurch, dass an die Stelle der dort stehenden Buchstaben 
r, q> jetzt die Buchstaben y, x treten und an Stelle des 

dortigen festen Faktors -^ jetzt der feste Faktor n. Somit 
ist das Besnltat: 

„Man bilde sich den Ausdruck: 

{ax^+^ j3a^+i va:«+' 1 

STT +1+1 +FTT + •■•}' 

dann stellt: 
(in) r!'-Fib)-Fia){b>a) 

das Volumen des durch die Abscissen a, b 
bestimmten Körperstücks der durch die 
Drehung der Kurve (17) um die ir-Achse er- 
zeugten Rotationsfläche dar." 

Es möge die allgemeine Formel (III) auf die Kubatur 
der durch Drehung eines Kegelschnitts um seine Hauptachse 
entstehenden Rotationsfläche angewandt werden, indem ein- 
mal die Mittelpunktsgleichung, das andere mal die Scheitel- 
gleicbung eines Kegelschnitts zu Grunde gelegt wird. 

Die Mittelpunktgleichung einer Ellipse resp. Hyperbel 
lautet für die tc- Ach se als Hauptsache (s. diese Sammlung 
Bd. 8, Abschn VTH): 

«Ol ^' ^y' 1 /+ Ellipse -^ 

(19) ^ + p^ = 1 [— Hyperbel ) ' 

oder 
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(20) y= _ 68 - -^ (Ellipse), y« = ^ _ ft* (Hyperbel). 
Es sind also die Ausdrücke F{x) (18) hier: 

(21) F(a:) _ .{p. _ ^|} _ „M. {l - ij} (Ellip,.), 

Somit kommt, wenn an Stelle der in (HI) gebrauchten 
Bnchstaben a, b, um Verwecbslungen zu vermeiden, die 
Buchstaben a, ß gebraucht werden: 

(23) V! = ±nb^ [iß - a) - ^ (/S» - a»)} 

= + ^ ^ (^ - «) {3«^ -(ß' + ßa + a^)} 

1+ Ellipse \ 
\ — Hyperbel/' 
Man nennt die beiden Botationsflächeo das „verlängerte*) 
Eotations-Ellipsoid" resp. das zweischalige**) „Rotations- 
hyperboloid". 

Im besonderen liefert der Fall a = 0, ß = a die Hälß« 
des VoUellipHoides : 

d. i. 

„Das Volumen des durch Drehung einer 

Ellipse um ihre grosse Achse hervorgehenden 

4 
VoUellipsoides ist ^ 31- mal dem Produkt aus 

der grossen Halbachse a in das Quadrat der 
kleinen Halbachse 6." 

*) Znm UnterschiedB von dem , abgeplatteten" Rotations-Ellip- 
BOide, das entsteht, wenn die Ellipse nm die Nebenachse rotiert; die 
entsprechende Rechnung fQr du letztere verlänft analog, man hat 
nnr fiberall a mit b zu vertanaoben. 

••) Zum Unterschiede von dem „ einschaligen " Rotationa-Hyper- 
boloide, das entsteht, wann die Hyperbel nm die Nebenachse rotiert. 
Auch hier verläuft die Rechnung analog: man hat in (23) a mit b und 
innerhalb der geschweiften Klammer das negative Vorzeichen mit dem 
positiven zn vertsnschen. 
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Für b-^a — r wird das EUipsoid zur Kugel mit dem 
4 
Badios r; in der Tbat ist ^r^^t n&ch den Elementen der 

Stereometrie das Volumen der Kugel. 

Oft ist es zwecktofiasig, io der Formel (23) zur An&iws- 
abscisBe a die des Scheitelpunktes m wählen, nnd zwar bei 
der Ellipse die Abscisse — a, bei der Hjperbel die Ab- 
scisse + a. 

Bonn erhält man im Falle des EUipsoides, wenn man 
für ß wiederum x schreibt: 

^-' = S ^^ + "^ *^"* ~ f^* -xa + a*)> 

(25) -g*(2«-a:)Ca + :c)» 

-^(« + «)*<3« -{« + *))• 

Hier bedeutet a-^ x den Abstand von dem gewBhltea 
Scheitelpunkt bis zum Punkte x. 

Analog ei^iebt sich im Falle des Hyperboloides: 

TT - - 1^ (I - o) {30' - («> + IO + a')> 

(26) -|^(a:-a)'(i+2<.) 



3a' 



(a:-»)'<(a;-o)+3o>. 



Hier ist 2 — a der Abstand vom Scheitelpunkt bis zum 
Punkte X. Die Formeln (26), (26) fliessen leichter aus der 
Scheitelgleichimg der Kegelschnitte, die auch den Fall der 
Parabel mit erledigt, 
(27) y* = 2pf + «f'. 

Um nicht mit dem obigen x zu verwechseln, ist hier 
die Abscisse mit f bezeichnet worden; fOr $ — stellt (27) 

die Parabel, für negatives ff, = ^ stellt (27) die Ellipse, 

für positives q, =• -\- -^ die Hyperbel dar: p ist in beiden 

Fällen gleich — . 
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DanD ist gemäss (18) der allen drei Fällen gemeioBame 
Ausdruck zu bilden: 



F(S) = 7c\pi' + ^S^ 



und man hat naeh (III): 

(29) Vi == F(ß) - F{a). 

Ist im besonderen o = 0, d. h, rechnet man vom 
Scheitelpunkt aus, und setzt man für p und q die ange- 
gebenen Werte ein, so gelangt man unmittelbar zu den 
Formeln (25), (26) zurück. 

Wir können uns daher nunmehr auf den Fa]I $ = 
konzentrieren: die durch Drehung einer Parabel um ihre 
Achse erzeugte Fläche heisst „Rotationsparaboloid". 

Somit liefern die Formeln (28), (29): 

(30) 7f = ^.p(/J^-a*) 

und iur a = 0, ß = i, d. i. für das Volumen des Rotations- 
paraboloides von der „Höhe" f nnd vom „Grundkreise" mit 
dem Radius y = T/2pi: 

(31) y^^^pS', 
oder nach (27): 

(32) Fj»^^^. 

d. i.: 

„Das Volumen eines Rotationaparaboioides, 
das den einen Grundkreis eines geraden 
Kreis cylinders als Grundkreis besitzt und 
das Centrum des andern Grundkreises als 
Scheitel, ist halb so gross, wie das Volumen 
des Kreiscylinders." 
Ein anderer wichtiger, aus der elementaren Stereometrie 

bekannter Spezialfall von (27) ist j) =^ 0, während g einen. 

positiven Wert, = m^ hat, d, h. wenn die Gleichung einer 

Geraden durch den Anfangspunkt vorliegt: 

(33) y = mf, 

die demnach durch Rotation um die Absciasenachse eiren 
gemden Ereiskegel mit der Spitze in erzeugt 
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In diesem Falle liefern (28), (29): 



(34) 


r^-.™.t- 






also wiederum fär a =0, tt = 


■I: 






(36) 


Grundkreis 


(»«)' ■ f 
3 

Höhe 


3 


J 



wie in den Elementen nacbgewiesen wird. 



§ 5. Weitere Grenzwerte der Geometrie. 

Darstellung des Kreisbogens durcli trigonometrische 
Funktionen. Tangenten der Regelschnitte. 

1. In der elementaren Trigonometrie (s. diese Sammlung 
Bd. 3, § 13) wird bereits davon Gebrauch gemacht, dasB der 
Sinus eines verschwindenden Winkels selbst verschwindetj 
man meint damit, dass der Sinus bei beliebig abnehmendem 
Winkel selbst beliebig abnimmt. Das Verhältnis dieser 
gegenseitigen Abnahme soll genauer bestimmt werden; als 
eine merkwürdige Anwendung davon wird der Kreisbogen 
durch ein unendliches Produkt von trigonometrischen Funk- 
tjonen dargestellt werden. 

Es sei nochmals betont, dass in der Änalysis die Grösse 
eines Winkels nicht durch einen Flächenraum gemessen wird, 
sondern durch die I-änge des zugehörigen Bogens vom Kreise 
mit dem Kadius 1 (also vom Umfange 27i), dessen Centnim die 
Spitze des Winkels ist. Demnach sprechen wir hinfort nicht 

mehr von einem rechten Winkel, sondern vom Winkel — , 

desgleichen nicht mehr von einem gestreckten resp. Voll- 
winkel, sondern vom Winkel si resp. 2n; anstatt „spitzer" 
resp. „stumpfer" Winkel heisst es: Winkel „im ersten resp. 
:^weiten Quadranten" u. s. f. 



§ S. DftTstellang des ICniebogeDS darch trigon. Fonkti 
Es sei (s. Fig. 
des Einheitskreises, 



d ein Wiokel im ersten Quadranten 

I , , , , sin d 
= 8\a 0, c = cos d, [= tgö = ^. 




Die Figur zeigt, dass die Fläche des Kreittsektors vom Centri- 
winkel d, der Crrösse noch, eingeschlossen ist von zwei 
rechtwinkligen Dreiecken, von denen das eine die Katheten 
s, c, das andere die Katheten t, 1 besitzt. 

Da nach den Elementen der Planimetrie (s. diese Samm- 
lung Bd. 2) der doppelte Flächeninhalt eines Kreissektors 
durch das Produkt aus B<^n und £a- 
dius angegeben wird, so gilt die Doppel- 
Ungleichung: 

(1) cs<S<t, 
oder nach Division mit s: 

(2) <»«''<il^<5^- 

Kon Velbert der Winkel d g^en 
Null, so konvei^ert coa S (von unten 

her) wie auch — -; {von oben her) gegen 

Eins, und es gilt somit der für Theorie und Anwendungen*) 
fundamentale äatz: 

I, „Bei beliebiger Abnahme eines Win- 
kels d nähert sich das Verhältnis ■ , mit 



beliebiger Genauigkeit dem Werte Eins, 
oder: hat den Grenzwert Eins." 

Man bedient sich dabei der Schreibweise: 
(I) li» ^ - I . 

WO das Zeichen lim (lim ist Abkürzung von limes = Grenze) 
den in Rede stehenden Grenzprozesses andeutet. 

*) Ei «ei etwa auf die in jedem Lehrbnoli der Mechuiik be- 
handelte Äbleituog der SchwiDgnugsdaaer eines „SekaDdeD^ndela* 

hin^wietea. Weitere Anwendungen findet man in anBfQbriicheren 
Lehrbüchern der Trigonometrie, 
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Praktische Bereclmuiigeii*) lehren, dasa der Winkel i 
durchaus nicht so überaus klein genommen zu werden braucht, 

um bei den gewöhnlichen Genauigkeitsanforderuugen — — 

durch die Sinheit ersetzen zu dnrfen: für Anwendungen lässt 
sich daher der Satz (I) so formulieren: 

I. „Für kleine Winkel lässt sich der Sinns 
durch den Winkel selbst ersetzen." 
Wir beschränken uns jetzt zuvörderst auf die linke 
Hälfte der Ungleichung (2), indem wir mit sin d herauf- 
multiplizieren: 

(3) sin i cos Ä < i. 

Nach einer elementaren Formel der Tr^nometrie (a. 
diese Sammlung Bd. 3, § 43) ist tur jeden Winkel a: 

(4) ,m2a-2>maco,a, oder 2,toa_™^; 

es empfiehlt sich daher, in (3) den doppelten Winkel 26 ein- 
zufuhren, dann kommt: 

(5) 8in2i<2a. 

Führt man hier wiederum den doppelten Winkel id 
ein, so ergebt sich nach (4): 

(6) ^-^ < 4a 

* ' cos 23 

und, wenn man so fortfährt, hat man successive: 

n\ »"8-^ ^q. sin 163 ^,^, 

^' C0843cos2<i^ ' eoB8(Jc084dco82a^ ° ' *•■ 

und somit allgemein, nach »-maliger Wiederholung des Ver- 

fiihrens: 

/o^ s'° 2"a 

*■ ' 008 2"-' d cos 2"-M ... cos 4Ö cos 23 ^ 

Umgekehrt betrachte man nunmehr 2"3 als einen be- 
liebig**) g^ebenen Winkel x, so wird: 

*) Bei BeBohrKnkniw anf 4 DezimalitelleD kann man dio GrOaie 
von d, in gewShnliohem Masse gemesseD, bis za ca. 4 Qrad aunetunen. 

**) Man kann offenbar atete n bo gron w&hlen, dam ^ <C ^ wird: 

man hat nur "^ < ^' ^ •■ 2"~' > — zu nehmen. 
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nnd die Ungleichung (8) nimmt die Gestalt an (indem man 
n — 1 durdi n ersetzt) : 

(9) — ~— < so. 

Ganz in derselben Weise werde die rechte Hälfte der 
Ungleichung (2) behandelt, dann wird der Reihe nach: 

26 < «'"^^^ 



166 < 



d oob6' 
3in4d 



C082d cosd COB^' 

sin 83 

cos4<$ co8 2d coadcoBiS' 
sin 166 



^ cosSd C08 4d co9 2d ooad oosj ' 
und daher allgemein: 

' cob2"~M co82'^*d.., 00844 cos2i3 ooB^coaÄ* 

Führt man hier wiederum x statt 2"5 ein, so schreibt 

sich (11): 

,„-, sin sc 

(9') x<~ — — — — , 

cos 2 008 2i- cos ^ . . . cos — cos 2;;- 

und die Eombinienmg mit (9) liefert die Coppel-Ungleichung: 

(H) 55f <:. 

COS TT cos ;r- cos TT- . . . cos f— 



_ ,;™:..,C00gIe 
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Es ist leicht zu ersehen, dass hiermit der Winkel x in 
zwei Grenzen eingeschlossen ist, deren (positive) Biöerenz T> 
bei beliebig wachsendem n onter jede Grenze sinkt. Denn 
die Differenz D wird: 

C12, B^\ ^ r\ 1' 1 






also, wenn man, gemäss (II), den ersten Faktor von (12) 
durch den zu grossen Wert x ersetzt: 

(12a) D < s 

wo cos ^ bei wachsendem h gegen Eins, mithin 1 

*^^2^ 
gegen Null konvergiert. Dadurch ist das Ei^bnis gewonnen: 
„Ein beliebig gegebener Winkel x lässt 
sich vermöge siu:i; und der cosinus der durch 
fortgesetzte Halbierung aus x hervorgehen- 
den Winkel durch den Grenzwert ausdrücken: 

(IIa) X = lim ^^^^ 



(IIb) 



oder es 
sinx 



Man bedient sich dabei der Ausdrucksweise, dass das 
Verhältnis durch ein „unendliches Produkt" dar^ 

X 

gestellt sei; auf die systematische Theorie solcher Produkte 
werden wir später, in der Theorie der Konvergenz, näher 
eingehen. 

Setzt man im besonderen x = ^, also sin:c^l, so 

et^ebt sich fQr die Berechnung der Ludolphschen Zahl n 
(s. diese Sammlung Bd. 2) die Formel: 
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(Ile) 

Die prinzipielle Bedeutung der Formel (Ha) li^ darin, 
dass die Länge eines Kreisbogens, d, i. einer begrenzten 
krummen Linie mit Hilfe von lauter gradlinigen Strecken 
mit jeder beliebigen Genauigkeit ausgedrückt wird. 

Man beachte noch, dass das eingeschlagene Keehnungs- 
verfabren eine einfache geometrische Deutung zulässt. In der 
That lehrt eine einfache VervoUatändigung der Fig. 8 sofort, 
dass (6) nichts anderes aussagt, als dass die Sehne kleiner 
ist, als der Kreisbogen; weiter (7), dass die Summe zweier 
gleicher anstossender Sehnen kleiner ist, als die Summe der 
beiden gleichen Kreisbögen u. s, f. Umgekehrt ist also der 
geometrische Sinn der Formel (9), dass man für einen ge- 
gebenen Kreisbogen x einen (zu kleinen) Näherungswert er- 
hält, wenn man den Bogen successive halbiert, und jeden 
Teillx^n durch die zugehörige Sehne ersetzt. In derselben 
Weise bedeutet die zweite der Ungleichungen (10), dass der 
Kreisbogen kleiner ist als das von den einschliessenden 
ßadien b^renzte Stück der im Mittelpunkt des B<^nB er- 
richteten Tangente; die dritte der Ungleichungen (10), dass 
der Bogen als die Summe seiner beiden Halbbögen kleiner 
ist als die Summe der beiden gleichen zugehörigen Tan- 
gentenstücke u. s. f. Mit einem Worte, das Verfahren deckt 
sich gerade mit dem, das man schon bei den Griechen in 
der elementaren Planimetrie zur Berechnung des Kreisinhalts 
nnd der Kreisperipherie eingeschlagen hat, nur dass auf 
Grund der Ungleichung (12a) erst die Berechtigung dieses 
Verfahrens gewährleistet wird. 

Die Ausdehnung des dem Verfahren zu Grunde liegenden 
Gedankens, die Länge des Bogens einer beliebig krummen 
Linie als Grenzwert des Umfanges eines dem Bogen ein- 
resp. umbeschriebenen Poljgons anzusehen, kann erst in der 
Integralrechnung entwickelt werden. 

2. Wir erörtern nunmehr einen andern fundamentalen 
GrenzbegrifF der Geometrie, den einer Tangente einer Kurve, 
und bäumen wieder mit dem elementaren Falle des Kreises, 
um ihn dann analog bei den Kegelschnitten zu verfolgen. 

2a. Die Tangente in einem Punkte P eines Kreises 
wird nach der älteren Definition erklärt als die Gerade, die 
W.Fr.Meyer, Differentialrechnung. l 4 r v^il.n.l';iL 
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deo Ereis nur in dem einen Pnnkt« P trifil Achtet man 
täaei aof die Beweise, die Ar die Sätze fiber EreiBtangenten 
sieben werden, bo bemerkt man, dass man sich in Wahr- 
bett vielmdir der folgenden Definition bedient; 

„Die Tangente in einem Punkte P eines 
Kreises ist die Gerade, die P mit einem be- 
liebig nahe an P liegenden Ereiapnnkte ver- 
bindet," 
Die Tangente erscheint danaoh als ein geometrisches 
„Grenzgebilde", analog, wie die irrationalen Zahlgröasea 
der Arithmetik (s. diese Sammlung Bd. 1, Äbsohn. VI) als 
arithmetJsche Grenzsebilde eingef^rt werden. 

Dieser geometnsche Grenzprozess soll nunmehr dtm^ 
die analjtische Betrachtung ei^;fiozt werden. Wird der Kreis 
mit dem Zentrum und dem Badins a auf ein recht- 
winkliges AchBeneyetem mit dem Ursprung in bezt^en, so 
lautet seine Gleichung („Mittelpunkt^leichung" s. diese 
Sammlung Bd. 8, Abschn. IV): 

(13) a;»+y»-a»-0. 

AnderereeitB ist fOr die Folarkoordinaten a, <p (L c. 
Abschn. IT) des Kreispunktea P{x,y)~- P(<p), wo 9» den 
Winkel von OP mit der positäveo avAcbse bedeutet: 

(14) x — acosq), y — asinqp. 

Man verbmde den Ereispunkt P >- P(tp) mit dem Ereis- 
punkte C(a,, Ji) — Q{<p + e), wo e ein positiver oder negativer 
Winkel sei, um den sich der ursprüngliche Winkel (p ge- 
ändert hat^ damit P in die L^^ Q gelangt Dabei wird als 
positiver Drehnngssinn der im entg^ngesetzten Sinne des 
Uhrzeigers genommene gewählt. 

Die rechtwinkligen Koordinaten x^, y, von Q sind 
nach (14): 

(15) «1 — o cos (9> + c), yi — o sin {tp + e). 

Nun lautet (1. 0. § 12) die Gleichung einer Geraden, die 
die Punkte P{x,y) und Q{Xi,y^ verbindet, wenn unter f, ij 
ihre laufenden Koordinaten verstanden werden: 

(16) f(y, ~y)-vi?h — ^) + (^y— yi«) -0, 

also hier mit Einsetzung der Werte (14) (1&): 



(18) 



§ K. EreutsugBDt«. 51 

(17) ^a{eJo (y + e) — sia <p) — i]a{coa{(p + e) — cos ip) 
— a*{sin{y + E) cos 9? — 008(9» + ^) sin?') = 0. 

Würde man hier den Grenzprozess, der die Sekante PQ 
in die Tangente in P überfahren soll, direkt vorDebmen, in- 
dem man den Winkel c g^n Null konvergieren lässt, so 
würden die drei Koeffizienten der Gleichung (17) sämtlioh 
zugleich gegen Null konvei^eren. 

Um diese Schwierigkeit zn überwinden, nehme man 
zuvor folgende Umformung vor. Nach den Elementen der 
Trigonometrie (b. diese Sammlung Bd. 3, §§ 43, 45) gelten 
für irgend zwei Winkel a, ß die Identitäten: 

. . „ . a — ß a + ß 

siD a — sin ^ =■ 2 sin — ~- cos — —!- , 

cos a — coB ß ~ — 2 sin — ^-^ sin — ^-^ , 

tarn acoBß — cos a sin ß ='siü(a — ß) 
. a—ß a-ß 
= 2sm-^co8-2-. 

Für«-^ + e.^--»>™d^ = ^ + J,^-i, 
mithin geht die Gleichong (17) verm^ Herausziehung de« 
allen drei Koeffizienten gemeinsamen Faktors 2sin^ über in: 

(19) 2sin |-||o co8^9> + Ij + 170 sin^y + I^J — o« cos|| =0. 

Das Produkt auf der linken Seite kann nur verschmnden, 
-wenn einer der beiden Faktoren verschwindet. Das Ver- 

sohwinden von sin -^, i. e. von s "würde aber bedeuten, dass 

der Punkt Q mit dem Punkte P zusammenfällt, somit ihre 
Verbindungslinie unbestimmt wird. Es muss also der zweite 
Faktor in (19) verschwinden, und die Gleichung der Ge- 
raden PQ lautet, wie nahe auch Q an P heranrücken, d. h. 
me klein auch c sein möge: 

(20) f a cos (?* + I) + »?a sin ^9; + |j — a* cos | — 0. 
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!Nim ist, nach dem FundameotalÜieoreiii der Trigono- 
metrie (1. c. § 43) : 

( , b\ e . . e 

COB \<p + KJ = COS ^J 0O8 ^ — sia<p Bin - , 

Bm\<p + —] — Bin ip cos -^ + coa ip sm — , 
damit geht aber die Gleicliung (20), nach der Unterdrückung 
des Faktors cos — , mid mit Rücksicht auf (14) über id: 

C21) Cfi+W-<'')-tg-^(f!'-1^)-0- 

LSsst man hier den Winkel c einmal positiv, das andere 
mal negativ gegen Kuli konvergieren, so konvei^ert die 
Gerade (21) von zwei Seiten her*) gegen die Grenzlage: 

(nia) S^ + vV — tt^- 0, 

d. i. (Illa) ist die Gleichung der Tangente des Kreises 

(13) in F{x, y). 

2b. Das eben ausgeführte Bechnungsverfahren bietet 
den Vorteil, mit kleinen Abänderungen unmittelbar auf die 
Ellipse übertragen werden zu können. Die „Mittelpunkts- 
gleicbung" einer Ellipse mit den Halbachsen a und b lautet 
(s. diese Sammlung Bd. 8, § 42). 

Hierbei ist die Hauptachse der Ellipse die :c-Ächse, üir 
Mittelpunkt der Ursprung des rechtwinkligen Koordinaten- 
systems. Die Gleichung (22) lässt sich ersetzen durch die 
beiden andern: 
(23) a: = aco89:j, y^^^bslmp, 

*) Man berechnet leicht, dass der Tfiiikel S der beiden ein- 
schlieBsenden Geraden, die deu Werten ±£ entsprechen, beitimmt 

vird dnrch tg i ^= , woräns sich entnahmen iäest, wie klein c 

ED wBhlen ist, damit S unter einen vorgegebenen noch bo kleinen Wert 
■inlct. 
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wo tp ein Hilfswinkel, die sogenannte „excentrische Anomalie" 
igt. Man verbinde wiederum den Elüpsenpunkt P{x, y) 
= P((p) mit dem zweiten Elüpsenpunkt ^{Xj^, i/i) — Q{fp + t). 
Die Gleichung der Sekante PQ ergiebt sicli, wie bei (17): 

(24) ^b {sin {ff -\- f) — sin cp) — jjo-{cos {q> -\- e) — cos <p} 
— ah (sin {cp + e) cos (p — cos (qs + e) sin 9?) = 0. 

Diese Gleichong unterscheidet sich von (17) nnr da- 
durch, dass die dortigen Faktoren a, a, a' hier resp. ersetzt 
sind durch h, a, ab. 

Da im übrigen die weitere trigonometrische Entwicklung 
genau so verläufl, wie dort, so lässt sich die Gleichung der 
Sekante PQ mit Hilfe von (23) auch so schreiben: 

(25) {Scc A + ^j,| _ abj - tg| (iy - r,x) = 0, 

und diese geht für lim£ = über in die Gleichung 
der EUipsentangente im Punkte P{x,y)i 

-ab~0, oder auch £^ + ^—1=0. 
UV a'' b^ 

Für a =■ & wird die Ellipse (22) zum Kreise (13) und 
entsprechend (Illb) zu (Illa). 

2c, Mit denselben Hilfsmitteln läset sich auch die 
Hyperbeltaogente ermitteln. Die Mittelpunktsgleiehung der 
Hyperbel ist (1. c § 46): 

(26) "J-S-l. 

^ ' a^ b- 

wo wieder die Hauptachse die x-Achae, der Mittelpunkt 
der Anfängspunkt ist. 

Die Gleichung (26) lässt eich vermöge der elementaren 
Identität der Trigonometrie (s. diese Sammlung Bd. 3, § 8): 

1 sin^ w 

(27) secV = r- = l + tg^ ?! = 1 + — T^ 

ersetzen durch die beiilen andern: 

/OLJV '^ , sin® 

(28) X -= , w = ö , 

cos ip eus 93 

wo <p wiederum ein veränderlicher Hilfswinkel ist. 
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Die Gleiohunff der Sekante, die die Hyperbelpunkte 
F{x, ^) =• P{<p) und 0(34,^1)= Qi'P + e) verbindet, wird: 

(29) (b (™L(^+i) _ ^l^j -„a i^ —] 

Icos {<p + e) cos <pf IcoB (<p -j- e) cos tpf 

IcoB (95 + e) 008 9? cos <peQ&{ip + e)) 
oder wegen (I8a): 

(30) ; — --r[£he\ue + t)a{coa{<p + e) — cosm) 

■• ' 008 9)008 (y + e) ^ I y vr i i -rf 

~ ab (sin {q> + e)~ sin 9.)] - 0, 
oder wegen (18): 

Ssin^ , / \ 

t^^> cosycos(y + .) P"°^|-''"^'°l^ + l) 

-a6cos(9, + |)}-0, 

oder gemäss (28): 

(3^'s;FTö[(^4-"f-'")-«*l<'-»']-«- 

Pa das Yerscbwinden des ersten Faktors wiederum aus- 
zusobliessen ist (denn nach (28) kann für keinen im End- 
lichen gelegenen Hyperbelpunkt cos [q? -{- e] '=0 sein), eo er- 
giebt der Grenzübergang, nach (28), fils Gleichung der 
Tangente im Byperbelpunkte P{x,y): 

oder auch 

in Analogie mit der Gleichung der Ellipsentangente (111 b). 
2d. SchliesBÜcb möge die Definition der Tangente noch 
am Beispiel der Parabel prliartet werden. Die Scheitel- 
gleichnng der Parabel ist (§ 3, (1)): 

(33) ,-1^, 

DuiiizodbvGoogle 



-1 = 0, 
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wenn die Parabelachse zur y- Achse, der Scheitel znm Ursprung 
g«Dommen wird. Die GleichuDg der die Parabelpnnkte P{x) 
uDd Qipi)^ Q{x + h) verbindeDden Sekante wird: 

(34) ^ i^\ _ a:') - , (I, _ j) - ^ (4» - «'»,) - 0, 
oder 

(36) fe-«){±(«. + .)-,-^)-0. 

Das Verschwinden des ersten Faktors:!^ — « von (35) 
würde wieder bedeuten, dass Pmit Q zusammenfSllt, also die 
Sekante PQ unbeBtimmt würde; somit entatebt aus (35) w^;en 
Xi= x + h und gemäss (33) als Gleichung der Sekante: 

<36, ^(2. + »,-,-i(|±l'-{f-„ + „} 

+ 4«-«)-o, 

mithin für lim h = 0, als Gleicbung der Tangente im 
Punkte P{x, y) der Parabel (33): 

(Illd) ^_(,+y)^0. 

Eine ganz ähnliche Entwicklung gilt för die Tangente 
einer Parabel, wenn letztere auf ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem bezogen wird, deren y-Ächse parallel zur 
Parabelacbse läuft. Die Gleichung der Parabel ist alsdann 
(8. § 3, (53)) von der Form: 

(37) 2y = a ■\- 2hic ->r ex*, 

und die Gleicbung der Tangente im Punkte P{x, y) der 
Parabel lautet: 

(38) n + y-a-^ h{x + f ) + cx^. 

Würde man versuchen, nach demselben Muster die 
Tangentenbestimmung tur die „höhere Parabel": 

(39) y^a^hx-\-cx^ -\-dx»~\-...-\- paT 

vorzunehmen, so würde man auf die Aufgabe stossen, aus 
der Differenz der beiden Ausdrücke a -\-bx -\- cx^ + ... -f-jpa?" 



.;üügic 
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und a + ftiCi + ex\ + . . . + px7 den Faktor x^ — x abzn- 
apalten, and für die Bildung des Bestfaktora ein einfaches 
Gesetz aufzustellen. Diese Aufgabe wird ihre Erle^gung in 
§ 7 finden; es wird sich aber zugleich zeigen, dass damit der 
Ausgangspunkt zu einer viel weiter reichenden analytischen 
Entwicklung gegeben wird, die die ganze Analysis beherrscht. 
Zu den im obigen behandelten geometrischen Grenz- 
prozeeaen bemerken wir noch, dass die elementare Geometrie 
eine ganze ßeihe ähnlicher aufzuweisen bat; es sei hier nnr 
hingewiesen auf die Bestimmung des Inhaltes eines Rechte 
eckes, des Volumens eines Tetraeders, eines geraden Ereis- 
kegels und einer Kugel, der Oberfläche eines solchen Eegels 
und einer Kugel u. a. m. Wir kommen in der lat^ral- 
reohnnng im Zusammenhange darauf zurück. 



§ 6. Der binomische Satz. 

Wie in § 1 geben wir von einer Potenz a" aus, wo die 
(positive) BasiB a beliebig, m aber eine natürliche Zahl ist. 
Eine der wichtigsten Aufgaben der elementaren Potenzlehre 
ist dann, zwei Potenzen mit demselben Exponenten m, aber 
verschiedenen Basen x und x + h — wo der Unterschied h 
beider positiv oder negativ sein kann — mit einander zu 
vei^leichen. 

Das nächstliegende*) Mittel zur Vergleichung zweier 
Grössen besteht in der Bildung nnd Untersuchung ihrer 
Differenz, also im vorhanden Falle von (x + h)" — x^. 
Das leistet aber gerade der binomische ^atz (s. diese Samm- 
lung, Bd. 5; Bd. 6 § 5), der sich so schreiben lässt: 

(1) (x + Ä)" — x" = hntiX"—^ + Ä**M,x"'-* 

wo die m^, m^, m,, ... die successiven, zu m gehörigen 
„Binomialkoeffizienten" sind, nämlich: 



*) Manchmal erweiet es «ich ab zweokmftseiger, zar Vergleichang 
zweier GrOaieo a, b ihren Quotienten, oder, wm aiif daewlbe hinsos- 
komtnt, die Differenz ihrer Logarithmen ed nntennchen; altgemeiner 
wird man die Differenz ii^end zweier Fanktionawerte (§§ 10, 19) 
f(b) — f{a) heranziehen. 
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§ 6. Dar bbomische Satz. 
tn(m — 1) 
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das Produkt der erateo i natürlichen Zahlen wird, wie üblich, 
„i-Fakultät" genannt und durch das Zeichen U oder anch 
II{%) angegeben. 

Man denke sich die beiden Zahlgröesen x und h nicht ein 
£är allemal fest gegeben, sondern, bei festgehaltenem m, der 
Reihe nach anderer und anderer Werte fäbig, stets wird (1) 
lehren, wie man die irgend zwei Werten von x und h ent- 
sprechende Differenz (3; + ^)" — a^ ebensowohl praktisch be- 
rechnen, wie theoretisch hinsichtlich ihres Verhaltens verfolgen 
kann. In diesem Sinne werde der Satz zu Grunde gelegt; 
I. „Der binomische Satz (1) dient dazu, 
zwei Potenzen mit demselben (natürlichen) 
Exponenten, aber mit verschiedenen Basen, 
mit einander zu vergleichen." 

Da das Gresetz (2) der fiinomialkoefHzienten f^r spätere 
Anwendungen nicht zweckmässig erscheint, soll der Formel (1) 
eine brauchbarere und verallgemeinerungsiahigere Gestalt 
gegeben werden. 

Indem man den im t*^" Gliede rechterhand stehenden 
Nenner i! zum Zähler h' zieht, wird (1) zu: 

+'^m{m~l)...{m-i+l}x^+... 



+-^m{m-l) ...2-lafi**), 



*) Die altere Schreibneise «l^)" "t hier darch die bequemere 
fnj enetzt vorden, 

**) Hier iet x" du im Sinne von § 1, Formel (12) zn Terateheode 
BeqnemlicbkeitBzeicliea fOr 1. 
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oder: 

(II) (i+*)--»?._*P, + |^,..-r...T-j|.,-r..-T--,- 

WO mit P( der „Koeffizient", d. i. der Faktor, von -^ be- 
zeichnet ist. ** 

Welches ist das Bildungsgesete der P^? Zuvörderst 
geht F^ — mx'*—^ aus der ursprfinglicben Potenz a?" dadntdi 
hervor, dasa der Exponent m um 1 verringert, und die so 
entstehende „nächst niedrigere" Potenz 2~~' mit dem ur- 
sprünglichen Exponenten m multipliziert wird. Äehnlich 
geht P, =- »i{(»i — l)a?"— *) dadurch aas P^ — ma?"-' hervor, 
dase man den Zahlen&ktor m beibehält, im übrigen wiederum 
3;""^ durch die nächst niedrigere Potenz af~* ersetzt and 
noch mit dem Exponenten tn — 1 multipliziert. Fährt man 
so fort, so erkennt man unmittelbar auf Grund von (2), daes 
jedes P( aus dem vorhergehenden P(_[ eteta nach der näm- 
lichen Regel entsteht. Um diese Regel kurz zu fassen, luhren 
wir (s. diese Sammlung, Bd. 6, § 6) den Frozess der „Ab- 
leitung" ein durch die Definition: 

III. „Ist c ein fest gegebener Paktor, und 
x* (i = 0, 1, 2, 3 . . .) eine Potenz mit natür- 
lichem Exponenten, so werde unter der Ab- 
leitung des Produktes ex' das Produkt cixf~^ 
verstanden, das also aus ex' hervorgebt, in- 
dem man 3^ durch die nächst niedrigere 
Potenz a?-' ersetzt und noch den Exponenten i 
als Zahlfaktor hinzufügt. Im besonderen ist 
danach die Ableitung von cxfi = c gleich Null 
zu setzen." 

Schreibt man der GleichmSesigkeit halber noch P<^ F^ 
für die der Formel (1) zu Grunde liegende ursprünglidie 
Potenz 3f =l-3f, so drückt eich das BUdungageeeti: der 
Koeffizienten P« (t — 0, 1, ... m) des binomischen Satzes; 

(II) (»;+»)■-?. + »P. + ^P, + ...+|p, + ... + ^|P. 

dahin aus: 

IV. „Jedes P« ist die Ableitung des un- 
mittelbar vorangehenden Pi—\." 

Da somit durch successtve Wiederholung („Iteration") 
lies einen Prozesses (III) der Ableitung der Reihe nach 
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aus P— Po=.af die Koeffizienten Pj, P,, .... P« in (II) 
entspringen, so bedient man sich auch der AuBdrucksweiee : 

V. „Pi ist die„er5(«" Ableitung von P-^ P^, 
Pg die „zweite" Ableitung von P, . . .; P{ die 
„t*»" und schlieslich P„ die „n»'*" Ableitung 
von P." 

Dadurch hat zn^eich der Index t in P^ eine tjefere 
Bedeutung erhalten. Der binomieche Satz (II) wird eomit 
von dem Gesetz beherrncht: 

VI. „Die Koeffizienten P„ P„ ..., P„ in (II) 
sind die Boocessiven Ableitungen der ur- 
sprünglichen Potenz sf^P." 

Man kann aber dem Inhalt des binomischen Satzes noch 
eine wesentlich andere — und lur die Anwendungen ebenso 
wichtige — Fassung gehen, die erkennen lässt, dass der 
Satz mit der Formel für die Summe einer endlichen geo- 
metrischen Reihe (§ 2, (I)) äquivalent ist. Schreibt man 
nämlich in (1) y für ^ -)- ^i a'^o V — ^ ISr A, und dividiert 
beide Seiten von (1) mit y — x, so ei^ebt sich: 



— + (!/— «)'^'»^^+(S'— 3:)^'. 
Denkt man sich rechts wiederum die Potenzen von y — x 
nach dem binomischen Sat^e entwickelt und sodann die ganze 
rechte Seite nach Potenzen von x resp. y geordnet, so erhält 
man ein Aggregat von Gliedern, in denen die Exponenten 
von X resp. y bis znr Zahl m — 1 ansteigen. Das Gesetz 
dieses Aggregats fiieest aber unmittelbar aus § 2 (I). Denn 
man hat: 

^ ' M — fr. I« \ M 



.j— ,(»*-' I y- 



■1 ^ y"-»a; -|-y'-»a:» + ... + ya:»-* + 3:"-' . 
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Eb gilt also das Ei^bnis: 

„Der biDomisohe Satz lässt sich auch in 
der Gestalt schreiben: 
(Ha) y" — :c« — (y — j:){^-i + y"-*a: + y"-»a:« + ... 
+ yar"-* + ar-^) ." 

Es ist nützlich, das Charakteristische dieser Identität 
noch deutlicher hervorznheben. 

Man nennt in der Algebra (s. diese Sammlung Bd. 6, 
§ 2) einen Ausdruck f{x) von der Form: 
(4) f{x) = a + hx + cx^ + dx^+ ...+ paf, 

wo die Koeffizienten a,h, c, d, . . . p von x frei sind, einen 
„ganzen Ausdruck in x", und zwar vom Grade «. Zer- 
fällt ein ganzer Ausdruck f(x) derart in ein Produkt von 
zwei ganzen Ausdrucken fi{x), fj{x), dass nach Ans- 
multiplikation von fi{x) und fi{x) und Anordnung nach 
Potenzen von x die Koeffizienten gleich hoher Potenzen in 
fj_{x) ■ fx{x) und f[x) jeweils gleich sind, so sagt man (1. c. 

§ 56), f{x) sei durch f^{x) teilbar, und nennt f^{x) =- ^ 

den Quotienten von f{x) durch fi(a:). Dann sagt also die 
Identität (3) oder (IIa) aus, dass die Differenz ^ — x" zweier 
Potenzen mit demselben natürlichen Exponenten m durch 
die Differenz y — x der Basen teilbar ist, sowohl als ganzer 
Ausdruck in x, wie als ganzer Ausdruck in y betrachtet. 
In der That lässt sich, ganz wie bei § 2 (I), die rechte Seite 
von (3) aus der linken auch durch das elementare Verfahren 
der algebraischen Division (s. diese Sammlung, Bd. 6 § 56) 
ableiten. 

Aber auch das Gesetz dea Quotienten von y"' — xf" durch 
y — X, d. i. die rechte Seite von (3), ist ein höchst einfaches. 
Es ist ein ganzer Ausdruck sowohl in x wie in y, zugleich 
von der besonderen Art, dass die Summe der Exponenten 
von X und y in jedem Gliede gleich tn — 1 ist, und zwar 
kommen hierbei sämtliche Zerlegungen von m — 1 in zwei 
natürliche Zahlen: (m — 1) + 0, («i — 2) + l, (w— 3) + 2, ..., 
1 + (w* — 2), + (»» — 1) wirklich vor. 

Ein ganzer Ausdruck von x und y beisst homogen, 
wenn die Summe der Exponenten von x und y in jedem 
Gliede eine und dieselbe natürliche Zahl, gleich h ist, und 
zwar von der Ordnung k. 
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Damit drückt sich der Satz (IIa) ia Worten so aua: 

IIa. „Der Quotient von y" — a^ durch y — x 

ist ein ganzer homogener Ausdruck (m — l)"*" 

Grades in x, y, dessen Koeffizienten sämtlich 

gleich der Einheit sind." 

Für die Theorie der Anatysia wird sich die Entwicke- 

lung (H) als die ungleich fruchtbarere erweisen; in der That 

wird sich zeigen, dass das ihr zu Grunde li^;endc Gesetz 

mit gewissen Modifikationen auch auf andere mathematische 

Ausdr&cke übertragbar ist 

§ 7. Ganze Ausdrücke nnd Funktionen. 
Tangente einer höheren Parabel. Teilbarkeits- 
eigenschaft einer ganzen Funktion von x\ mehrfache 
■Wurzeln derselben. Entwickelung einer ganzen 
Funktion von zwei Variabein. Partielle Ableitungen. 
Eulers Identitäten für ganze homogene Funktionen. 

Die binomische Entwickelung in der Gestalt (H) (§ 6) 
lässt sich unschwer ausdehnenauf ganze Ausdrücke (s. §6,(4)): 
(1) G{x) = Oo + «1^ -\- a^x* -\- . . . -\- a„—iXf"—^ -\- a^af^, 
wo die Koeffizienten a die Grösse x nicht mehr enthalten.*) 
Die neue Bezeichnung Oi ISsst sofort erkennen, dass a^ der 
Koeffizient von ^ ist: das Zeichen G soll daran erinnern, dass 
der Ausdruck ein ganzer ist, imd das in Klammer bei- 
gesetzte Zeichen {x) soll aussagen, dass eben x die Basis 
der in (1) auftretenden Potenzen ist; bildet man also den 
Ausdruck (1) für eine neue Basis y = x-\-h, so hat man 
ihn mit ff(y) = G(a: + Ä) zu bezeichnen. Um wiederum 
zwei Ausdrücke G{x) und G{x -\- h) mit einander zu ver- 
gleichen, ziehe man die Formel (la) von § 6 der Reihe nach 
tür w = 0, 1, 2, . . ,, m heran, nachdem man noch beide Seiten 
resp. mit o^,, a^, a^, . . ., a„ multipliziert bat: 

*) Di* a lind alao «atweder feste gegebene ZahlgrOBsea, oder 
aber lelbit wieder Ausdrücke (z. B. ganze), m denen QrOnen y,e,... 
vorkommen, die gleichfalls fljiig siod, andere und andere Werte an- 
zonehmen. Derartige Anadracke kOnnen aach trigonometciache, loga- 
rithmiaclie eto. sein, wie sie in den näclisten Paragraphen behandelt 
werden. 
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04(a:+Ä)*— 04a;*=4o4Äx«+3-4a4 2ta:»+2-3-4o^gj:r+1.2-3-4j 



o».(»+Ä)"'— o,,,a:*'=n»a.A3;"-'+»i(«— 1)Om^x"'-*' 
+m(m— l)(m— 2)o^g-j, 
+»(™-l)...3.2^(^. 

+»»(»- l)...3-2-la.^ic». 

Addiert man and ordnet rechts nadi aofsteigeDden Po- 
tenzen von h, Bo erhält man mit Küoksioht auf (1): 
(3) e(a: + »)-(J(ä;) 

= Ä[l'ai+2o,x+ 3a,a;*+ 4o^a;*+ 5o,a:*-l l-t»o,Ba:"-'] 

+|^[ 1-20, +2-3»,i + 34o,i'+ 4.5o,»'+...+m(«._l)o^; 

+5^[ 1.2.30, +2.3.4a,» +3-4.6iJ,«' + -.- 

+»i(i»-lX»>-2)o,^: 

+ 

+ 



+^[ l-2-3--.io,+2.3.-.(i+l)»H.,» +••• 

+ni(i» -1) • • • (m— 1+1)*^' 

+(^T)|f l-2.--(">-l)»~i+2-3--mfc» 

+^[ 1.2-3.-»o.I, 
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oder, mit Einltilimiig der AbkOrzungen Gr, (x) = (ri, 
e,(a;)-(?„ ..., 0.(1) -e.: 

(I) o(», + i)_e(i)_jo, + ^ff, + |^e. + ... 

+ |ö, + ...^G.. 

Das BildangBgesetz der 6^ lässt sich aus (3) ablesen. 

Man definiere, als naheliegende Verallgemeinerung der 
Ableitung von caf (g 6, (III)), die Ableitung einea ganzen 
Ausdrucks in x, wie folgt (s. diese Sammlung Bd. 6, § 6): 

II „Unter der Ableitung eines ganzen Aue- 

drucks ^' Ordnung: hg+b^x + h^x^-l \-ii3^', 

wo die b von x frei sind, versteht mau den 
ganzen Ausdruck (* — !)**■■ Ordnung: 

1 . 6i + 2b,x + 3b,x^ H h ibiS^-'-, 

der somit dadurch ans dem vorgelegten 
ganzen Ausdruck hervorgeht, dass man in 
ihm jedes Glied gemäss § 6 (III) durch seine 
Ableitung ersetzt." 

Die Entwiokelung (3) lehrt, dass G^ die Ableitung von 
G{x) = G = Go ist, G, die Ableitung von Gj . . ., G, die 
von G(—i. Damit lautet das Gesetz von (I): 

III „In der binomischen Entwickelung (I) von 
G{x -\- h) nach aufsteigenden Potenzen von h 

h' 
ist der Koeffizient Gi(x) von -^ die Ableitung 

des unmittelbar vorhergehenden Gi^j{x); 
unter Ga{x) ist G(x) selbst zu verstehen," 

Oder kürzer, wenn man wiederum (s. § 6, V) Gt{x) als 
„i** Ableitung" von G{x) definiert: 

IV „Der Koeffizient Gi(x) von ^ in der Ent- 
wiokelung (I) von G{x + h) ist die t*^ Ableitung 
von G(x)." 

Ea wird nickt überfifissig sein, die Formel (I) für einen 
einzelnen Fall, etwa m — 5, explicite vor sich zu sehen: 
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Q{x + h)~ G{x) 
— Ä (lai+2a,a:+ ZatX^+ 4043;»+ 5o,j:*) 

+ -^( l-2-3fls +2-3-404 a: + 3-4-5aj3;*) 

+ -^{ 1-2. 3-4«^ +2'3-4.5o,a:) 

+ |^( l-2.3-4-5as ). 

Von der biDomischen Eotwickelung (I) für ganze Aus- 
drücke gelangt man zu der des binomischen Satzes fßr Po- 
tenzen (I 6, (II)) als zu einem sehr speziellen Falle zurück, 
wenn man a,,^^ a^=- a^ ^— ...Ob—i =-0 und a„^ 1 nimmt. 

Soll die durch (I) geleistete Vergleichung von Gi^x -\- h) 
mit G{x) ihre Kraft äussern, so wird man, wie schon in 
§ 6 betont, ffir die Grössen x und h nicht zwei feste "Werte, 
sondern der Keihe nach andere und andere Werte einsetzen 
(„substituieren"); unter diesem Gesichtspunkt nennt niati 
Q{x) eine „ganze Funktion der Variabein x" von der 
Ordnung m, x ihr „Argument", Ä einen „Zuwachs" 
(„Inkrement") von x. 

Von der binomischen Entwickelung III für ganze Funk- 
tionen 6-[x) soll zunächst die am Ende von § 5 in Aussicht 
gestellte Anwendung auf die Bestimmung der Tangente einer 
„Parabel m**' Ordnung": 

(4) y= Gix) = a^ ■\- a^x -^ a^x^ -\- ...-\-a„s!^ 
gemacht werden. 

Indem man, wie in § 5, 2 d, einen Punkt P{x) der Parabel (4) 
mit einem zweiten Parabelpunkte Q = ^(^4-^)= Q(^i) ver- 
bindet, erhält man als Gleichung der verbindenden Üekante: 

(5) i(lft — y) — V(^i. — 3:) = xy^ — a;, y, 
oder mit Benutzung von (4): 

(6) ^[G{x^) - G{x)] -vi^,- x)=xG(xi) - x,y 
- x[G{x^) - Gix)] - p{x^ — x), 

oder auf Grund von(l), nach Abspaltung des Faktors .r, — x=h: 
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(7) {[e,(«) + »<>]-,_4e,(«) + *<>]-y, 

WO der Faktor von Ä auf der rechten Seite von (I): 

o. + |o. + |;o. + ... + ^G, + ... + ^e. 

in (7) durch eine geschweifte Klammer angedeutet ist. Geht 
man jetzt zur Grenze lim A = ühcr, so konvei^ert daa 
Produkt ans h mit dem in der gesdi weiften Klammer 
stehenden Ausdruck gegen KuJI und es resultiert als Glei- 
chung der Tangente der Parahel t»'«' Ordnung (4) 
im Punkte P{x, y): 

(8) v-y = {^-^)<^xi^)- 

Eine zweit« Anwendung der hiuomischen Entwickelung (I) 
f5r ganze Funktionen G-fx) resp. des Begriffes ihrer Ab- 
leitungen möge auf die Algebra gemacht werden. 

Man nennt die durch Nullsetzen eines ganzen Ausdrucks 
G{x) hervorgehende Gleichung: 

(9) G(a;) ^ Oo + a,a: + a,a:« + . . . + a^jf = 

eine „Gleichung m^' Ordnung (im**" Grades) in einer 
Unbekannten x". Eine solche Gleichung (9) stellt in 
Wirklichkeit eine von der Algebra erst zu lösende Aufgabe 
dar, nämlich solche Werte a, ß, ... der Unbekannten x zu 
ermitteln, nach deren Einsetzung iBr x der Ausdruck G 
identisch verschwindet Solche Werte a, ß, ... von x heissen 
„Wurzeln" des Ausdrucks G{x) oder der Gleichung G{x)=0 
(s, diese Sammlung Bd. 6, Abschn. VII, X). 

Es lassen sich aber, ohne diese Wurzeln von G(x) zu 
kennen, fundamentale Sätze aber den Zusammenhang zwischen 
G(x) und den Wurzeln aufstellen, von denen einer hier ab- 
geleitet werden soll. 

Es seien zunächst x und a zwei ganz beliebige Werte, 
so ist u&eii (I): 

21 
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wo der Faktor von x — a rechterhand wiederum eine ganee 
Funktion von x {wie von a), und zwar von der Ormrang 

W. Fr. Ue;ei;, Dlfferentlalreclm<mB. 6 
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m — 1 ist. Wie in dem besonderen Falle § 6, p. 60, bedienen 
wir uns der Ausdrucksweise: 

„Die Differenz G{x) — G{a} ist für be- 
liebige Werte von x und a durch die Diffe- 
renz X — a teilbar." 
Aus (10) ei^ebt eich dann sofort, dass der Ausdruck 
Q(x) selbst dann und nur dann durch x — a teilbar ist, 
wenn G(a) = 0, d. h. wenn a eine Wurzel von G(3t) ist: 
„Das Kriterium für die Teilbarkeit eines 
ganzen Ausdrucks G[x) durch eine Differenz 
X — o besteht darin, dass a eine Wurzel von 
6{x) ist." 
Man kann daher den BegrifT einer Wurzel von G{x) 
auch dahin definieren, dass G{x) durcb x — a teilbar sein 
soll. Diese Definition ISsst sich unmittelbar auf „mehr- 
fache Wurzeln" von G(x) ausdehnen: 

„a heisst eine v-fache Wurzel von G{x) 

dann und nur dann, wenn G(x) durch die v^, 

aber keine höhere Potenz von x — a teilbar 

ist." 

Diese Definition einer v-fächen Wurzel von G{x) lässt 

sich verm5ge(l0) in ein zweckmässigeres Kriterium überfuhren. 

Es sei a zuvörderst eine Wurzel von G{x), L e. G(a) = 0, 

so ist also: 

(ll)0(») = (»-a)[e.(«)+fe=^0.(a)+^:^(?.(a)+... 

Soll nun a eine Doppelwurzel von G{x) sein, d. h. G{x) 

fsrade durch die zweite Potenz von x — a, mithin der 
aktor von x — a auf der rechten Seite von (11) durch 
X — a teilbar sein, so ist dies dann und nur dann der Fall, 
wenn G^{a) =-0 ist: 

„Das Kriterium fnr eine Doppelwurzel 
(und keine höhere Wurzel) a von G{x) besteht 
darin, dass ü{x) und G,^{x) eine gemeinsame 
Wurzel a besitzen, die aber nicht ancfa Wurzel 
von Gf(x) sein darf" 
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Fährt man so fort, so gelangt man ebne Weiteres ztl 
dem allgemeinen Satze: 

„Bas Kriterium dafür, dass a gerade eine 
r-fache Wurzel dea ganzen Ausdrucks ö(a:) 
ist, lässt sich dahin ausdrücken, dass G{oi) 
nebst den ersten * — 1 Ableitungen eine ge- 
meinsame Wurzel a besitzen, die aber nicht 
auch Wurzel der v'*" Ableitung von £r(a:) sein 
darf." 
Als einfachste Beispiele seien die Fälle m = 2,Z an- 
geführt. 

Sei erstens (in etwas anderer Schreibweise): 

(12) G{x) = x^-\- 2bx + c, Oi{x) = 2{x + h\ 

Da G^(x) nur die eine Wurzel a = — h hat, so mnss, 
falls G{x) eine Doppelwurzel haben soll, G{ — &) ^^ sein, d. i. 

(13) 6» = 2& . 6 + c = c — 6* — 0. 

Das stimmt mit den bekannten elementaren Sätzen über 
quadratische Gleichungen (r(3T) ^a;* -)- 2fca: + c = überein 
(s. diese Sammlung, Bd. 1 § 27). Deuu da identisch: 

(14a) G{x) = x^-\-2hx-\-c = {x + Vf + (c — 6*), 

so können die zwei Wurzeln von G{x) =- dann und nur 
dann zusammenfallen, wenn c — 6* =- 0. Das nämliche geht 
ans dem expliziten Ausdruck der beiden Wurzeln a, ß einer 
^quadratischen Gleichung G{x) = 0: 

(14b) 

hervor. Man neunt &* — c die „Discriminante" des qua- 
dratischen Ausdrucks G{x), oder auch der quadratischen 
Gleichung G{x) ■= 0. 

Sei zweitens, für fM = 3, G{x) = in der sc^naunten 
^^reduzierten" Form (auf die man eine Gleichung 3. Ordnung 
stets bringen kann, 8. diese Sammlung, Bd. 6 § 111) vor- 
gelegt: 

(15) Gix) = x^ — ^px — 2ff = 0. 
Dann ist: 

(16) G{x) = «8 _ ^px _ 2j, Gy{x) = Z{x* ~p). 
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Gi{x)^0 hat nur die beiden Wurzeln a, yS = ± V^; soll 
also 13r eine der beiden auch ö{x) verschwinden, so muea: 

(17) ±i^{l>-3p)-2q 

sein, oder, wenn man quadriert und den Faktor 4 bebt: 

(18) p^^qi^O. 

Das ist in der That das in der Theorie der Gleichungen 
3. Ordnung al^leitete Kriterium*) för eine Doppelwursel 
einer reduzierten Gleichung 3. Ordnung. Man nennt p^ ■ — g-* 
deren „Discriminante" (s. dies» Sammlung, Bd. 6 § 80). 

Es werde aucli noch das Kriterium für eine dreifache 
Wurzel einer Gleichung dritter Ordnimg in Betracht ge- 
zogen. Letztere sei in der allgemeinen Gestalt voi^legt, 
dann ist; 

iG(x) = 3^+ 36a:» + 3ex + d~0, 
G^ix) = Zix^ + 2bx + c), 
G,{x)=Q(x+b). 

Soll die Wurzel — b von G, (x) zugleich eine Wurzel 
von Gj^(x) und G{x) sein, so hat man: 

(20) c—b^^O, 2¥ — 3be + d = 2b{b^—c) + (d—bc) = 0. 

Mithin ist das Kriterium einer dreifachen Wurzel von 
G{x) ausgedröckt durch das gleichzeitige Bestehen der beiden 
Belationen: 

(21) 6ä = c, d^bc, 

oder auch, mit Einsetzung des Wertes von c aus der ersten 

BeUtion in die zweite: 

(21a) b' — c, (.8 = d. 

*) umgekehrt, wenn die Bedidgang (18) erfüllt iit, ao hat man 
entweder g = + pVp, oder g = — pYp. Im ersten Falle wird: 

G(x) = x'- 8px - 2pl5"= {X + Yp)' {SB - aVp), 
im zweiten: 

G(«) ^ x' - spx + 2py^= (X - Y^y (X + aVp); 

A. h._im ersten Falle hst die Gleichung G{a;) = die Doppelwnrzel 
— Vp und die einfache Wurzel 2Vp, im zweiten dagegen hat G[x) — 
die DoppelwnTzel -|- Vp und die einfache Wurzel — 3}^ 
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In der That geht (19), sobald die G^leichnngen (21a) er- 
föllt sind, dber in: 

G{x) = x^ + 3bx^ + U^x + b»^(x + b)K 

Wir kehren jetzt ziu-Gck zur binotnischen Entwickelung (I) 
UDd versuchen, sie auf ganze Funktionen G{x,y) von 
zwei Variabein auszudehnen (s, diese Sammlung, Bd. 6 § 7). 
Eb sei, nach aufsteigenden Potenzen von x, y angeordnet: 

G(a;,y) = ao+(«i«4-M) + {«»^*4-MJ' + <^J'*) 

+ (a„a;"+6„a;"-'y+c„a:"-V*+--+i'«^3/"^'+«"^); 
n heisst die Ordnung von G. Es mögen die Variabeln 
X, y je einen (positiven oder negativen) Zuwachs h resp. k 
erleiden, dann ist die Aufgabe, G{x-\-h, y + A) nach Po- 
tenzen von h, k zu entwickeln, derart, dass die Koeffizienten 
h und h nicht mehr enthalten. 

Indem man G{x, y + k) zuvörderst als ganze Funktion 
von X allein auffasst [deren Koeffizienten zwar selbst ganze 
Funktionen von y -\-k sind, aber x nicht mehr enthalten] 
und demgemäes auf Grund von (I) nach ansteigenden Potenzen 
von h entwiokelt, kommt: 

(23) G{x-\-h,y + h)='G{x,y-\-k)-^ hGiix,y-k-k) 

Jr~,GA^,y + h) + ... 

+ ^G*(^,y + Ä) + ... 



»! 
Nunmehr werden die Ausdrücke: 

G{x,y-\-'h), Giix,y + k), Gt(x,y + k), ..., G„{x,y-\-k) 

als ganze Funktionen von y allein aufgefasst, und Bomit^ 
gemäss (I) — unter Berücksichtigung der abweichenden Be- 
zeichnungen — nach ansteigenden Potenzen von k entwickelt. 
Damit ei^iebt sich aber die Notwendigkeit, den Prozess der 
Ableitung von G sowohl in Bezug auf x, wie in Bezug auf 



:MO^[e 
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y in Betracht zu ziehen und für die so entstehenden Bil- 
dungen geeignete Zeichen einzuführen. Es sei Ca^if^ irgend 
ein Glied von G{x, y). Die r** Äbleitong von Caf^ in Be- 
zug auf X ist nach § 6, III — T: 

Ciii— l)(i — 2) . .. (i — r+ l)a^-'y* 

(also für r > t gleich Null) und die Summe aller dieser Qlted- 
Ableitungen ist die r^ Ableitung von G{a:, p) selbst in Bezug 
auf X. Führt man darauf den Äbleitungsprozess s-mal in 
bezug auf p aus, so liefert das ursprüngliche Glied Cx'^ 
den Beitrag: 

(24)C»(i— l){i-2)...(t-r+l)Ä;(A-l)(Ä-2)...(A-s+l)j;*-'y*-*. 

„Die Summe aller so entstehenden Glieder 
(24) wird definiert als die {r + s)^ [par/ieMeJ, 
r-mal nach x, s-mal nach y genommene Ab- 
leitung von G(x,y)." 

Ein Blick auf (24) lehrt aber sofort, dass es ganz gleich- 
gültig ist, in welcher Reihenfolge die einzelnen r-J-s Ab- 
leitungS[»v>ze8se vorgenommen werden, wenn nur im ganzen 
r-mal nach x, s-mal nach y abgeleitet wird. Da der Beweis 
für ganze Funktionen von mehr als 2 Variabein offenbar 
ganz analog ist, so können wir den allgemeinen Satz aus- 
sprechen: 

„Bei partiellen Ableitungen von ganzen 
Funktionen mehrerer Variabein ist es für 
das Ergebnis gleichgültig, in welcher Reihen- 
folge die einzelnen Ableitungsprozesse vor- 
genommen werden." 

Es empfiehlt sich, das Resultat der r-maligen Ableitung 
von G(x, y) nach x und der darauf folgenden 5-maligen Ab- 
leitung nach y mit Gr,e(x, y) = G,,, zu bezeichnen; somit ist 
auch das frühere Zeichen G, für die r*^ Ableitung von G 
nach X allein Jetzt durch Gr,o zu ersetzen, und entsprechend 
ist Go,, die s*^ Ableitung von G nach y allein. Da nach 
obigem G^,, aufgefasst werden kann als die s'* Ableitung 
von Gr,o nach y, so erhält man der Reihe nach fOjr die 

Koeffizienten von h", —, ^, —j, ■ ■ ■ — ; gemäss (I): 



§ 7. BinonÜBche Entwiokelnng fOr gaiue FanktioneD tob S Var, 71 
ö (:r,jH-i)-e.,.+W,,,+|G.,,+|^G.,.+|-^e.,.+...+^ ß». 

G,(i,,+i)_ G„+*e^, +^ö^.+...+^ie,,._, 



Multipliziert man diese Identitäten euccessive gemäss 

(23) auf beiden Seiten mit 1, Ä, ^r;. in ■ ■ ■. — : (wie es in 
"■ ' ' ' 2t' 3! w! ^ 

(25) links angedeutet ist), und addiert, so kommt nach ge- 
eigneter Zusammenfassung för die gewünschteEntwickelung von 
G(a; + A, y + ft) nach „aufsteigenden" Potenzen von A und k: 

(n)e(ai+*,s+*) 

-<f.,o+(*0.,«+*Go,i) 

+^(»'G.,.+2»*G,,,+i'e.,,) ■ 



+^(»'ff...+44>JG.,, + i^i-i-S,,.+i^*i>G,,.+i'e,,.) 



+ : 

H — j(Ä"G«,o+«iA"-'Ä G„_,,i+w,Ä"-»ft»G«-g,i+»jÄ"-»A'G,^B,B 

+...+4-G.,,,). 
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Kürzer läsBt sich das in (Il)explicite entwickelte Gesetz dahin 
ausdrücken: 

„Ist ö-(x, y) eine ganze Funktion m*^ Ord- 
nung von X und y, und faset man G{x.-^'h,y-\-k) 
als ganze Funktion n'™ Ordnung von h und k 
auf, so ist der Koeffizient von h'k' gleich 

FTIP '' + "''"'■•- (Tqbi " + *"'••','"' 

(r 4" s), ^ (r + s), den r**", zu r + s gehörigen 
Binomialkoeffizienten bedeutet." 

Eine analoge Eutwickelung ßndet im Falle von mehr 
als 2 Variabein statt; wir kommen später darauf von all- 
gemeinerem Gesichtspunkt aus zurück. Wir schliessen diese 
formalen Erörterungen über ganze Funktionen ab, indem wir 
noch einige wichtige, von Euler stammende Identitäten 
zwischen einer ganzen homogenen Funktion und ihren par- 
tiellen Ableitungen herleiten. 

Die ganze Punktion G(%, x^, . . ., Xn) der n Variabein x, , 
Xg, .... o^heisst homogen, und zwar von der Dimension m, 
wenn in jedem GÜede Cx^x^x^ ... x^ von ö die Summe 
der Exponenten ii-}-*»+*s+ •■■+^b gleich m ist. Die 
ersten partiellen Ableitungen von G resp.nach x^, Xg, x, ..., Xn 
mögen jetzt lieber mit G^, G^, ÖJ^ . . ., CfJ^ bezeichnet sejo. 
Diese Ableitungen sind für das bezeichnete Glied der Geihe 
nach folgende: 

(26) ihG^^~'^>t-<'' hGx^4"^^ ■■■<"> 
\.isOx'^x^x^~^ ■■■ x*^, ...jiaCx^x^x^ ... x'^~^ . 

Multipliziert man sie resp. mit x^, x^, x^, . . ., Xn und 
addiert, so ergiebt sich: 

(27) (t,-|-ig-t-ig-|- ... -}-i«)(7a:^a:^a:^... ai^" — m Ca^aj-a:^ . . . x';; . 
Verfährt man so mit jedem einzelnen Gliede von G 

und bildet wiederum die Summe , so erhält man den 
„Eulerschen Satz für ganze homogene Funktionen"; 
(TU) x^Q'^-irX,G'^ + x^&^^...Jr^«G'^^«^G, 

„Multipliziert man jede der ersten par- 
tiellen Ableitungen einer ganzen homogenen 
Funktion mehrerer Variabein von der Di- 
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mensioQ m jeweils mit der Yariabeln, nach 
der die Ableitung genommeD ist, so ist die 
Summe dieser Produkte identisch gleich 
der mit der Dimension m multiplizierten 
Funktion." 
Der Satz lässt sich sofort auf höhere partielle Ab- 
leitungen von G ausdehnen. Man bezeichne die zweite 
Ableitung von G nach 3^ und xj, mit G^*^ =- G^i^- Wendet 
man die Formel (III) auf Jede der ganzen homogenen Funktionen 
Gij von der Dimension »» '— 1 an, so entsteht: 



Multipliziert mau diese Identitäten resp. mit a^,a:„a;g ...,«■, 
und addiert, so kommt auf Grund von (lll): 

p»)»3gSU+ 4g2,+ «;6<i',+...+ 40^'. 

+2«,aiG*»,+2i,a;,G<;;,+...+2«,«.G™^ 
+2»,«,G2,+ ...+2r^aG™^ 
+...+2i,a:.Gä^ 
+ : 

+2«_,«„(^».„^=».(«.-l)ö 
oder iu abgekürzter Bezeichnung: 
(IHa) ^^x,x,G?l^ = ml!,n-r)a, 

WO die beiden durch ^ angedeuteten Summen derart aus- 
zuführen sind, dass jeder der beiden Indioes t, Ä die Werte 
von 1 bis n einmal durchläuft. 

Die Erweiterung auf höhere partielle Ableitungen bietet 
keine prinzipielle Schwierigkeit 
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n. Kapitel. 
IMffereiitialquotienteii der elementaren 
Funktionen. 
g 8. Stetigkeit einer gAnzen Fanktlon von einer resp. 
zwei Tarlabeln. Dlffereiizenqnotient nnd Dlfferentlal- 
c[Qotient einer Funktion einer Tarlsbeln. 
Bei Gelegenheit der Behandlung der Tangente einer 
höheren Parabel (§ 7 (8)) haben wir bereits von einer Folgerong 
aus der binomischen Entwiclielung (§ 7 (I)) einer ganzen 
Funlition G{x) Gebrauch gemacht, die jetzt genauer onter- 
eucht werden soll. Aus (1): 
(I) Gix + h)- G{x) = hG,(x) + 1^ G,{x) 

ergab sich uumittelbar, dass die linke Seite G{x + A) — G{x) 
bei beliebig abnehmendem h unter jede Grenze sinkt, da 
dies mit jedem Gliede der rechten Seite, also auch mit der 
rechten Seite selbst der Fall ist. Man kann aber genauer fragen: 
Wie klein mnss A gewühlt werden, damit sich der absolut« 
Wert I G{x + h) — Glx) \ der linken Seite von (1) unter einer 
voi^gebenen, beliebig kleinen (positiven) Grösse »j befindet? 
Es sei h zunächst positiv angenommen. Falls nicht 
etwa im besonderen für ir^nd einen gegeben gedachten Wert 

von X die (^rossen Cr, (x), — ° , ■■ , - . .... ; — alle em- 

'^ " 2! ' 3! «! 

ander gleich werden, wird eine von ihnen, absolut genommen, 
den grÖssten Wert besitzen. Wird der letztere mit M be- 
zeichnet, so hat man: 
(1) \G(x + h) — G{x)\*)£Mh{l+h + h^+...+ Ä— •) 

^^"'j^y 

*) Der absolut« Wert einer OrOBse wird durch zwei, die OrOsse ein- 
Hcbliessende eenkrecbte Striche bezeichnet. Nach der Arithmetik (b. diese 
SammluDg Bd. 5) ist der absolute Wert einer Summe von znei oder 
mehreren OrOsBen eicht grOeser aie die Summe der Absolatverte der ein- 
lelnen Glieder, and der absolute Wert einer Differenz von zwei Grössen 
nicht kleiner als die Differenz der Abaolntnerie der l)eidea GrOssen. 
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Nehmen wir bereits k, also auch A" kleiner als SSaa an, 
BO ^It umsomelir: 

(2) |e(« + j)-e(i)|<j^. 

Soll also die linke Seite von (2) kleiner als r/ ausfallen, 
80 tritt das sicher ein, wenn die rechte Seite von (2) kleiner 
als r] gemacht wird: 

Wi^O) '■«• Mh<n~-,il, i.e. *<_^. 

Hat man einen solchen Wert von h gewählt, so ist für 
jeden noch kleineren Wert von h die Ungleichung (3) um 
BO mehr erfüllt. 

Wäre dagegen h n^tiv, so hätte man nur h dnroh 
Beinen absoluten Wert zu ersetzen, um zu demselben Er- 
gebnis zu gelangen. 

In Analogie mit der Erklärung der Stetigkeit von ^ 
(§ 2, m) sagen wir: 

„Eine ganze Funktion G{x) ist eine stetige 
Funktion ihres Argumentee." 

Im speziellen ist also auch eine Potenz :r" bei festem 
(positiv-ganzzahligen) Exponenten und variabler Basis x stetig, 
während in § 2 gerade umgekehrt tf bei fester (positiver) 
Basis und variablem Exponenten als stetig nachgewiesen 
wurde. Um den Unterschied in der Auffassung der beiden 
Bildungen af, a' hervortreten zu lassen, nennen wir die 
erstere von jetzt ab eine „Potenz" (mit natürlichem Ex- 
ponenten), die letztere eine „Exponentialfunktion". 

Die Eigenschaft der Stetigkeit von G(3;) kann auf Grund 
von (II), § 7 auf ganze Funktionen G{x, y) von zwei Variabein 
erweitert werden. 

Wenn gleichzeitig h und Ä gegen Null konvergieren, 
thut das auch die ganze rechte Seit« von (II), § 7, und damit 
die linke. Soll andererseits 1 G{x -}- Ä, y -|- A) — G{x, y) I < ») 
werden, wo iy wiederum eine (positive) beliebig kleine, vor- 
gegebene Grösse ist, so nennen wir M den grÖssten der 

absoluten Werte aller Bildungen G,,,. Wird dann 

zunächst A, k positiv angenommen, so folgt aus (II), § 7: 
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(4)|e(»+*,y+*)-efes')|iM(*+*)<i+(»+*)+(*+*)'+...+(»+'M 

Für h-^- k <C1 gilt also um ao mehr: 

(6) |C(» + t, i, + t - CK y)|< ,'^'l^W , 

uad es wird die linke Seite von (5) sicher kleiner als t], 

wenn ,,,, , ,, 

M(h + k) 



1- 



(6) 

gewählt wird. Im Falle A oder k oder beide negativ sind, 
ersetze man sie durch ihre absoluten ^ erte. Somit haben wir: 
„Eine ganze Funktion G{x,y) von zwei 
Variabel n ist eine st^ge Funktion der- 
selben, d. h. man kann stets zwei solche Zu- 
wüchse (Inkremente) A, k von x, y angeben, 
dass far sie — und um so mehr für alle Zu- 
wüchse (Inkremente), deren absolute Werte 
unter denen von A, k liegen — der absolute 
"Wert von G(a; + A, y + i) — G{x, y) unter einer 
vorgegebenen beliebig kleinen (positiven) 
Grösse tf liegt." 
In derselben Weise könnte man zu drei und mehr 
Variabein aufsteigen; wir kommen spät«r darauf zurück. 

Die vornehmste Frage, die sich nunmehr erhebt, ist die, ob 
es auch ffir andere mathematische Ausdrücke oder Funktionen 
f(x) von X, als die ganzen, Entwicklungen von der Art (I) giebt. 
Zunächst ist leicht zu erkennen, dass eine für alle Werte 
von X und Ä gültige Entwicklung für f{x + A) von dem 
Charakter der Entwicklung (I), d.h. eine solche, die mit der 
„ten Potenz von A abbricht, während die KoefBzienten der 
Potenzen vou h die Grösse A nicht mehr enthalten, ausschliess- 
lich für ganze Funktionen einer Variabein statt haben kann. 
Denn man braacht nur a;=-0 zu setzen, um /"(A) als ganze 
Funktion K^' Ordnung von A zu erhalt«n, deren KoefEzienteo A 
nicht mehr enthalten. 

Dagegen wird man, nach dem Muster der unbegrenzten 
geometrischen Beihe (§ 2, IIa), fr^en dürfen, ob nicht für 
ii^nd eine Funktion f(x), wenigstens hei gewissen Ein^ 
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schränkimgeD der Intorvidle von x und k, eine Entwioklang 
von der Art gelten wird: 

(II) fi.x +h) = f,{x) + hf,{x) + ^/,{x) +... 



nl" 

wo die Koeffizienten der Potenzen von h endliche Auedriioke 
sind, die nur noch x enthalten, während n so gross ge- 
nommen werden kann, dass sich der „Rest" R^{x,h) fär alle 
in Betracht kommenden Werte von x und h, absolut genommen, 
unter einer vorgeschriebenen, beliebig kleinen (|)ositiven) 
Grösse ij befindet? 

Gesetzt es gäbe ein derartiges Gesetz (II), so hätte man 
damit ein weitreichendes Mittel gewonnen, beliebige „Fimk- 
tionen" von x (d. h., wie wir vorläufig erklären, mathematische 
Ausdrücke, in denen eine veränderliche Grösse x vorkommt), 
nicht nur praktisch für ii^end welche Werte des Argumentes x 
zu berechnen, sondern auch die tieferen Zusammeobänge zwi- 
schen den, verschiedenen Werten von x entsprechenden Werten 
des Ausdrucks f zu erforschen. 

Indessen werden der Lösung dieses allgemeinen Problema 
die von gewissen Hilfsaufgaben vorangehen müssen. 

Gesetzt, in der binomischen Entwicklung (i) einer ganzen 
Funktion G{x) wüsste man von den KoefTizienten der ein- 
zelnen Potenzen von h nur, dass sie h nicht mehr enthalten 
and, wenigstens für ein gewisses Intervall von x, endlich 
bldben, d. h. absolut genommen, eine feetgegebene (positive) 
Zahl M nicht überschreiten. Dann braucht man nur A — an- 
zunehmen, um zu sehen, dass der Koeffizient von h" mit 0(x) 
fibereinstimmt. Um weiter den Koeffizienten von k^ zu er- 
mitteln, kann man sich des nämlichen Grenz Verfahrens be* 
dienen, das dem oben beim Machweise der Stetigkeit von G(x) 
eingeschlagenen Wege zu Grunde lag. Zu dem Behufe 
schreiben wir die gedachte Entwicklung in der Gestalt: 

(7) g(» + *),-g(») _6.(,) + ^a.(,) + |- ».(») + ... 
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Wir können jetzt wieder k so klein wählen, dass für 
den gewällten uod a fortiori für jeden, absolut noch kleineren 
Wert von h, der absolute Wert der rechten Seite von (7a) 
unterhalb einer vorgeschriebenen (positiven) Grösse d von 
beliebiger Kleinheit bleibt. Denn fär ein positives h (< 1) 
ist der in Rede stehende Wert ^ M(h + h^ + . .. + h'"') 

i.e. <- r, wo M der gröfste der absoluten Werte von 

G^ix) Os(x) G„(x) , . . ^ , . ,. 

' . , ', , .... ^, und es braucht daher, um die 

2! 31 «! ' ^ 

gestellte Forderung zu erfüllen, nur h < gewählt su 

werden. Hier ist der absolute Wert von h einensetzen, ialls h 
ursprünglich negativ war. 

Somit ist fSr ein beliebig abnehmendes h der Grenzwert 
der rechten Seite von (7a) gleich Null, d. i. der von 

— ^^ i ^ gleich G, (a;) und wir haben unter Be- 
nutzung der in § 5 (I) eingeführten Schreibweise: 

,m, lin./'^ + ^j^-^W-c.w. 

„Damit ist aber die Ableitung Gi{x) einer 
ganzen Funktion G{x) in einer neuen, ver- 
allgemeiner ungsfahigen Gestalt festgelegt." 
Da wir femer in § 7 III gesehen haben, dass G^ (x), G^{x) . . . 
die snccessiven Ableitungen von G-^{x) waren, so lässt sich 
unmittelbar folgern, dass: 

lim — '^^ — ^ — T ^^-^ — Gj(a;) u. b. f. 

ist Es läset sich dud erwarten, dass analoge Ergebnisse 
auch für die KoefBztenteii der verschiedenen Potenzen von A 
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in der allgemeinen Entwicklung (II) für eine beliebige Funktion 
gelten werden. 

Damit werden wir zuvörderst zu der Aufgabe gedrängt, 
der Reihe nach für andeiweit schon bekannte Ausdrücke f{x), 
in denen eine variable Grösse x vorkommt — wie z. B. sin x, 
C08X, tga;, cotgs, af (mit beliebigem Exponenten »), a", \gx, 
denen eich weitere von selbst anschliessen werdeu — die 
durch die linke Seite von (III) angezeigte Grenzbildung näher 
zu untersuchen. Wir gehen also aus von dem Quotienten: 



(IV) 



f{xJf-K)-f{x) 
h 



d. h. wir vergleichen die „Aenderung" A des At^mentes x 
mit der zngehörigen Aenderung f{x + A) — f{x) der Funktion, 
and suchen sodann dessen Grenzwert — iaJls er überhaupt 
existiert*) — fär lim % -~ zu ermitteln; 

Es wird sich zeigen, daes der Grenzwert (V) — und das 
ist ein weiterer innerer Grund seiner Wichtigkeit — fast 
stets ein einfacheres Gesetz befolgt, als die Bildung {IV). 

Die Bildung (IV) nennt man den „Differenzen- 

äuotienten" der Funktion ((x) für das Ai^ment x und 
en Zuwachs h, die Bildung (V) die „Ableitung" oder den 
„Differentialquotienten von f{x) nach ^' für den 
Wert x; der in (V) vorgenommen gedachte Grenzprozesa 
heiest Prozess des „Differenzierens" oder der „Diffe- 
rentiation von y = f(x) nach ä: und wird kürzer mit einem 
Äcoent bezeichnet^ =f{x) — gesprochen: „y-Strich gleich 
/■-gestrichen-«" oder „y-8trieh gleich /"-Ötrich-a;". 

Da die so definierte Ableitung von f{x) fSr den Fall 
einer ganzen Funktion G{x) = Oo + a,a;+aja:* + .,. + »„«" 
mit der früher definierten (§ 7 II) zusammenfallt, so haben 
wir als erstes Ergebnis: 

*) Gaometrisoli wird die Frage, nach dem Muster der unter- 
sacbnng Qber die höhere Parabel (§ 7), aaf die BestimmoDg der Tan- 
gente einer beliebigen ebenen Knrre in einem ihrer Pniikte hinatu- 
kommen (s. den dritten Abaohnitt, Kap. I), 
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„Die Ableitung (der Differentialqaotient) 
eioer ganzen Funktion m*™' Ordnung: 

G{x) = Oa + a^x + a^x* + . . . + a^sf 
ist die ganze Funktion (m — 1)**' Ordnung: 
G'{x)--Gi{x)~a^ + 2a,x + 3a,x' + ... + ma^3?'-', 
also im besonderen für eine Potene G{x)=-af 
■ st Gi(a:) = ma:™"'." 



§ 9. Die Ableitungen (Differentialqaotienten) der 
trlgonometrlselien Funktionen. 

Näcbst der Potenz ^' (mit natürlichem Exponenten) sind 
die in der elementaren Mathematik am häufigsten auftretenden 
Fonktioneii die trigonometrischen sin a:, cos x, tg x, ootg x. 
Das Wort „Funktion" wird dabei wiederum in dem Sinne 
verstanden, dass x als ein veränderlicher Winkel (i. e. Bc^n 
des Einheitskreises s. § 5) aufgefaest wird. Wie leicht zu 
erkennen, sind die nacÜblgenden Rechnungen durch die Be- 
handlung der geometrischen Tangentenau&aben iur Ellipse 
und Hyperbel in § 5 vorbereitet und stellen eigentlich nur 
eine andere Fassung der dortigen Entwicklungen dar. Um 
also die Differenz zweier Sinns-Werte ein{x-{-h) und sin:r 
mit der Differenz h der Aigumratte za vergleichen, bilden 
wir den Differenzenquotienten: 

... sin (x + h) — sin x 

W j . 

Es handelt sich darum, in (1) zur Grenze lim h = über- 
zugeben. Wir überzeugen uns zunächt von der „Stetigkeit" von 
sin X in dem in § 8 festgesetzten Sinne, dass ^so der absolute 
Wert von h stets so klein gewählt werden kann, dass der absolute 
Wert der Differenz sin (x + h) — sin x, d. i. des Zählers von (1), 
&r den gewählten Wert von h und um so mehr iüi jeden 
absolut noch kleineren Wert kleiner ausfällt, als eine vor- 
g^;ebene (positive) Grösse ij von beliebiger Kleinheit. 

M(tn führe, wie in § 5, halbe Winkel ein, so wird: 

(2) sin (a; + Ä) — sin :r =■ 2 sin — cos (3; + ^1 . i 
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Ä werde zunächst positiv angenommen. Da der absolate 
Wert von cos ix + ^1 höchstens gleich Eins werden kann, 
so hat man zunächst: 

(3) Isin {x + h) — sin j;| £ 2 sin ~ . 

In § 5 (2) zeigte sich, dass bei abnehmendem ^ auoh 
sin -^ abnimmt, dass aber stete sin -^ < ^ bleibt. Also geht (3) 

über in: 

(4) Isin (a: + Ä)- Bin a;|<A. 

Man hat demnach nur h selbst kleiner als ij zu wählen, um 
die linke Seite von (4) unter t} herunterzudrücken. Ist da- 
gegen h negativ, = — A^, so kommt in gleicher Weise: 

(3 a) |sin (a; - ÄJ - sin a;| ^ 2 sin ^ < Ä, , 

und man hat nur \ d. i. den absoluten Wert von h, kleiner 
als 1} zu machen, um das nämliche Ziel zu erreichen. Also 
gUt: 

„Der Sinus ist für jeden Wert seines Ar- 
gumentes eine stetige Funktion". 



Aus (2) folgt durch Division mit h: 
h 

sin (g + ft) — sing) 2 sin 2 cos 



' LJ 



(6) 



Tri"»"KI)- 



Nun konvei^ert nach § 5 (I) für lim A =• der Bruch 

, g^;eD Eins, andererseits coslar-l--} gegen cosic, ao- 

2 
mit gilt: 

W. Fr. Meyer, Differentialrechnnng. UiniSai -.r, CiÜO^Ic 
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,_, ,. sin (2 4- A) — ein a: , , 

(I) lim i — -^ <= ain'a; ™ cob x, 

oder in Worten: 

j „T)eT Differentialquotient des Sinas ist 

für jeden Wert des Argumentes derCosinas". 

Man kann aber wiederum genauer nach dem Fehler 

frt^n, den man begeht, wenn man ffix ii^nd ein, wenn 

auch noch bo kleines h, den Differenzenqnotienten: 

sin (x + h) — ein a; 



durch den Differentialquotienten ooe:c ersetzt. Da sich hier- 
för die rechte Seit« von (5) nicht eignet, bringen wir den 
Zähler der linken Seite von (&) auf eine andere Form, hei 
der die halben Winkel erst an einer spSteren Stelle ein- 
geffibrt werden. Nach § 5 (18a) ist: 

, -. sin (a: + A) — sin a^ = sin a^ cos A + cos a; sin A — sin a: 
= sin X (cos A — 1) -|- coBxsmh, 

also nach Division mit h: 



Dass man auch von dieser Gestalt des Differenzen- 
quotienten aus för lim A — za (I) gelangt, ist leicht zu 
sinA 

ist nach § 5 (18): 

(8) cosA— 1 = — 28in»|, 
somit kommt: 

.„. ,. sin (ic + Ä) — sin a; . ,. , A ,, """S 

(9) hm — i ^ = — sm a: • Imi sm - - lim — ;— 

2 
,. sinA 
+ cos X lim , ■- cos x. 

k=<i A 



h 
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Nimmehr untersuchen wir auf Grund von (7), (8) die 
Differenz zwischen dem DifTerenzenquotienten: 
ein {x + h) — sin a; 

und dem Differentialquotienten coe;x; 

6Ui(x-\~h)~8mx 8in:c(l— cosA)+oosa;(A— sinA) 

<'"' . "4 .h^ I A.h\ 
= «aix — T — am^+oosicll r— I. 



ZunächBt werde x ale ein Winkel im ersten Quadranten 
Angenommen, also sinj; und cos:c positiv; h sei ebenfalls ein 

Winkel des ersten Quadranten. Da dann — v— positiv und < 1, 

so sind die beiden Glieder rechter Hand von (10) positiv. Um die 
rechte Seite von (10) miter eine voi^gebene (positive) Grösse tj 
herunterzudrücken, ersetzen wir sie durch etwas Grösseres^ 
in dem A in ein&cberer Gestalt auftritt. Zunächst wird das erste 



Glied der rechten Seite 


von 


(10), 


sin iE . 


2 


. * 
■sin 2 


dadurch 






""2 
"TT 






2 


. * 




* 

9, 


vergrössert, 


dass man 


durch Eins, 


tmd 


durch 


ersetzt: 

(11) 


2 

. * 
. ™2 
Bina: •— v— ■ 


..4 


<-ma;. 









In § 5 (10) war nachgewiesen, dass: 
„„. sinA . ,A . sinA 

(12) -^>««'o '■«■ — ir<- 



.lüügle 
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DifTereatialqaot. v. ain 


ist, Bomit ist aucb: 






(12.) 1 ■ 


_«<,_ 


-»4<(l-.,|)(l+eo.|) 




<2.| 


.i4(^-"|)^ 




m.ddal+?^<2 


, . Ä A 
, und Bin j < j, 


80 gilt umsomehr: 


(13) 


,_™ 


^<-»4<? 


<!• 



Durch KombiöieruDg der Ungleichungen (11), (13) mit der 
Gleichung (10) ergiebt sich also: 

n ,s fä-a{x-\-h) — ai-ax ^h , . , . 

(14) cos a; ^^ ^ < - (siu x + cos a;) , 

wo die linke Seite gemäss (10) sicher positiv ist. Soll also 
dieselbe < r/ ausfallen, so hat man nur, da sinx + cosa; stets 
unterhalb Zwei*) bleibt, h so klein zu wählen, dass: 

(16) i(,m« + ™.x)<, i.e. *<-^--l2--_<, 

wird. 

Auf den soeben behandelten Fall kommen aber alle 
übrigen zurück. 

Denn wenn Ä negativ, ^ — A^, oder x ein Winkel in 
einem anderen Quadranten ist, oder beides, oder endlich h 
positiv =^ hy, und X ein Winkel in einem anderen Quadranten, 
HO läset sich stets sofort (s. diese Sammlung, Bd. 3 § 28) ein 
Winkel a:, im ersten Quadranten angeben, dass: 



*) Nach der in § 18 (II) aofgeBtelltea Regel würde iicli sofort 
«rgeben, dsM lin x -{- ooi x iaaerbalb de« ersten QuadrantAD aeinen 

grOBtten Wert tOj: x =^ —, n&mlicb \2 erreicht Änoh aonat liene 

■ioh daB Ergebnis (15) leicht noch weiter verschärfen. Später (§ IS) 
wird man aaf, kUnerem Wege ein bewerea Ergebnii erlangen; Amt 
Entsprecheade gut von den analogen Entwicklni^^ des Folgenden. 
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(16} C08 a; - 



sin {x -\-h) — sin x 1 
h \ 



< sm x^ — T — Bin -^ + cos «1 1 1 r-^ ) 



auefSUt. Somit haben wir das Ergebnis gewonnen: 

la „Der absolute Unterecbied zwischen dem 
für ein Inkrement Ä genommenen Differenzen- 
quotienten und dem Differentialquotienten 
des Sinus lässt sich unter eine beliebig 
kleine (positive) Grösse ri heruaterdrücken, 
sobald man JA! selbst < iq nimmt, gleichgültig 
welches der Wert des Argumentes ist." 
Ein durdiw^ analoges Verhalten, wie sinj;, zeigt cos*. 

Man hat; 

(17) 0O8(a: + A) — 008, 

woraus wie oben folgt, dass der absolute Wert der linken 
Seite < i; wird, sobald der absolute Wert von A < ly ist: 
„Der Cosinus ist für jeden Wert des Ar- 
gumentes eine stetige Faattion." 
Weiter kommt: 



^sm(x + -j, 

2 
mithin unmittelbar: 

,TT\ 1. cosfa: + A) — cos X , 

(11) hm i — ■ — 4- " COB X'— — sm a: 

oder in Worten: 

DiailizodbvGoOgle 



S6 § S- DUeimtialqnotiaiit von coi :e. 

II „Der Differentialquotieot des CoBinue 
ist für jedeD Wert des Argumentes der 
Degativ genommene Sinus." 

Bildet man wiederum die Differenz zwischen Differenzen- 
mid Diffeienlialquotienten, so entsteht, da 

cos (j; + Ä) ■= cos X cos Ä — sin jr sin & : 

n fx\ co8(g4-*) — cosa: 

tltf) j + sin X 

= cos 07 cos k — ein ^ sin A — cos x -{-heinx 
. _ 

~ coB :r(oos h — 1) + sin x{h — sin h) 

. Ä 

""2 . h 
= — cosa;- 



An den zuletzt erhaltenen Ausdruck auf der rediten 
Seite von (19) knQpfen sich aber genau dieselben Folgerungen, 
wie oben beim Sinus, und man hat: 

IIa „Die Eigenschaft la des Sinus kommt 
genau ebenso dem Cosinus zu." 



Die Differenz der Funktion ist; 

-^n, . - . , sin (a; + AI ein a; 

(20) tg(:. + h)-,ea:- jjA_+_J _ _ 

sin (a; + A) COB a; — cor (x + h) sin x 
cosa coe(ir + A) 

cos:cco8(3: + A) 
Von vornherein dürfen wir uns auf solche Werte h be- 
schränken, die absolut < — sind. 
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Soll die rechte Seite vod (20) uoter einer beliebig kleinen 
positiveiiGröasei} bleiben, so darf der Nenner nicht verschwinden, 
es sind also jedenfella die Werte von x aiisznscblieeseD, ffir die 
cos X verschwindet. Da wir une atif die Winkel x der ersten 
vier Quadranten beschränken können, so ist cos ^ = nnr 

für ± - . Für jeden andern Wert von x kann man offenbar h 

immer so wählen, dass cos [x -\- h) von Null verschieden ausfallt. 

Es sei zunächst x ein gegebener Winkel im ersten 

Quadranten, h poeitiv. Wie nahe sich auch x an dem Werte 

^ befinde, immer lässt sich noch ein Wert x -\- a zwischen 

X und — angeben. Wird nun h zuvörderst < a gewählt, 

80 ist cos (a; + Ä) > coa (x -\- a), und die rechte Seite von (20) 
wird demnach vergrössert, w«m man im Nenner cos(:r -\- h) 
durch co8(3; + a) ersetit; eine abermalige Vergrösserung 
findet bei der I^setzung von sinA durcb h statt, so dass: 

(21) <«(» + »-%»< eo..c^ + „) - 

Soll jetzt tg(a; + Ä) — tg a: < ij werden, so geschieht 
das, indem man h auch noch < ij cos a; coa (a; -)- a) wählt. 

Ist dagegen A negativ, = — hy, so ist, falls x der zweiten 
Hälfte des ersten Quadranten angehört, cos(aT + Ä) > cosa7, 
und es genügt daher allein schon, hj^<^r]C06^x zu wählen, 
nm |tg(a; + h) — tga:| < »; zu machen. 

Liegt X d^egen in der ersten Hälfte des ersten Quadrant«n, 
so kann x -'rh eventuell auch im vierten Quadranten liegen, 
und dabei cos{x -|- h) sowohl grösser wie kleiner als cos:c sein. 

Sicher aber ist in diesem Falle, da Ä. < -r- bleibt, stets 

/ ji\ 1 ^ 

008(3; + Ä)> cos I — -I, i,e. —; somit sinkt |tg(a; + Ä)—tga!l 

sicher unter die Grösse n, falls man h, < - — :=— wählt. 

, "^ 1 

Für den Ubergangsfall x = — , also cos x = -p gelten 
beide Ei^lmisse: da jetzt cos^ x = ■ - =- — , so genügt die 
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Da die Betrachtung för die drei fibrigea Q,uadnu]t«n 
analog verläuft;, so ergiebt sich folgende ßegel; 

(w<:-. -+!.¥)■ 

a) Bei positivem h and einem x des erst«n resp. dritten 
Quadranten oder bei negativem h nnd einem x des 
zweiten resp. vierten Quadranten wsi x-^ a ii^nd ein 

Wert zwischen x und — resp. -^, dann wähle man h 

so, dass IA{ kleiner auBfälll, als der kleinere der beiden 
Werte \a\ und t) co8a:co8(a:^- a); 

b) bei negativem h imd einem x in der ersten Hälfte des 
ersten resp. dritten Quadranten oder bei positivem h 
nnd einem x in der zweiten Hälfte des zweiten resp. 

vierten Quadranten wähle man h so, dass- \h\ < ^ ' ^_ — - ; 
- ■ f2 

c) bei negativem h und einem x in der zweiten Hälfle des 
ersten resp. dritten Quadranten oder bei positivem h 
und einem x in der ersten Hälfte des zweiten resp. 
vierten Quadranten wähle man h so, dass |Ä| < ij cos* x: 
dann wird in allen Fällen |tg(a: + Ä) — tg(3;)| < ij. 
Bas Hauptergebnis ist demnach: 

„Die Funktion tex ^ ist, mit Aus- 

nähme der Werte x, für die der Nenner cos:r - 
verschwindet, überall eine stetige Funktion 
von X." 
Aus (20) ergiebt sich als Difierenzenqaotient von tg:i;: 



(22) 



tg (a: + Ä) — igx sin Ä 



h h coa X oos {x -\-hy 



mid somit, da lim ~r~ =■ 1 , Um cos (3; + Ä) cos a; = cos* a 

^ ' H=o h ^ co8*a:' 

oder in Worten: 

DiailizodbvGoOgle 
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III „Der Bifferentialquotieat des Tangens 

ist der reziproke Wert vom Quadrat des Co- 

sinas, mitÄusnahme der Fälle, wo der letztere 

verschwindet." 

Aueb hier möge die genauere Untersuchung folgen, wie 

klein \h\ zu wählen ist, um den absoluten Unterschied zwischen 

Differenzen- und DifTerentialquotient kleiner als ij zu machen. 

Man hat der Reihe nach: 

t«(»+>)-tg» i_ 

h cos^a; 

sinA 1 



Äcosiccos{a:+A) c08*a; 

1 sinÄ coax — Aco8(a:+Ä) 

cos^aicos(x-{-h) h ' 

1 sinAcos^ — AcoB:i:coBA-;-Asi 

co8*a;cos(a;+A) A 

1 ( sinA — AcosA . . 

cos'j; cos(a:+A) l A 



Es sei zunächst wiederum x ein Winkel des ersten 
Quadranten, und A positiv, so, dass auch x -\- h noch dem 
ersten Quadranten angehört. 

Nach § 5 (2) ist dann — r— > cosA, i, e. sinA — A cosA 
positiv. 

Diese positive Grösse sinA — AcosA wird, wie auch 

siniTsinA, vergrdssert, indem man sinA durch A ersetzt, wo- 

, ,. ...,. ,BinA — ÄC08Ä, , , 

durch sin :c sin A m A sm j; und — ■■ - -r ml — cos A 

=^ 2 sin^— übergeht, das abermals vergrÖssert wird, wenn 

man sin — durch — ersetzt. 

Schliesslich setze man auch noch eins fär sin x und 
cos X innerhalb der geschweiften Klammer der rechten Seite 
von (23), dann ist um so mehr: 
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tg(i+>)-ig(i) i_ i_ /^ , i\ 

(2*) 2;t 

eo&^ xco8{x -^ h)' 
Für ein oegativea Ä = — h^ wird sin A — A cos h 
= — (sin Ä, — A;l cos Äi) und man hat ohne weiteres für 
negatives, wie auch für positives h: 



(24.) 



te (» + *)- tg W i_t 2|>| 



«(» + »)!■ 



Das nämhche ei^ebt sich, in welchem Quadranten x 
auch liegen möge. Soll die rechte Seite von (24 a) <jj ge- 
macht werden, so Btellen sich ganz analog die Ueberlegnngen 
ein, wie bei der Untersuchung der Stetigkeit von tgiC, wo 

] —, r^ < jj werden sollte. Somit hat man un- 

[COB X COB {X -\- A)| 

mittelbar den Satz: 

„Soll | %(^ + ^) — tg(^) 

eigneteWahl von h unter eine beliebig kleine, 
positive, vorgegebene Grösse jj herunter- 
gedrückt werden, so hat man nur in den 
obigen Begeln (o) (ft) (c) für die Stetigkeit 

von tga: je einen Faktor cos a; durch — ^ — 
zu ersetzen". 
Die vierte trigonometrische Funktion ootg x = - . ■ - ist 

genau nach dem Muster von tgx zu behandeln; wir dürfen 
uns daher begnügen, die Ei^ebnisae anzuführen: 



stetig, mit Ausnahme der Werte von x, für 
die der Nenner sin a; verschwindet". 
Femer wird 

cotg {x-\-h) — cotc X 



lim - 



(IV) 



sin A 



A=o A sin a; sin (« + A) ein* 3;' 



■ V_il.H.IV 
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oder in Worten: 

IV «1*«^ Differeotialquotient des -Cotangens 

ist der negativ zu nenmende reziproke Wert 
vom Quadrat des Sinus, auBgeoommen weun 
der letztere verBchwindet." 

£j8 wird nutzlich sein, die analytischen Prozesse fGr die 
BUdoDg der DifFerentialquotienten der trigonometrischen Funk- 
tionell mit einem geometrischen Gedanken- 
gange zu begleiten. 

Um den Sinus zn verfolgen, seien 
etwa X und 3; + A (A > 0) zwei Winkel des 
ersten Quadranten im Einheitskreise, mit 
den Endpunkten P, Q (s. Fig. 9). 

Dann stellt die Länge QR die Differenz 
sin (x -\-h) — sin x vor. Für einen hin- 
reichend kleinen Winkel (i. e. Bogen) h lässt 
sich h näheruDgs weise durch die Sehne PQ, 
d. h. die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreieckes PQB er- 
setzen; .es ist also nähenmgs weise und um so genauer, je 
kleiner h wird: 




Fig. 9. 



(25) 



sin (x-\-h) — sin Ä 






: cos < (PQB). 



Für limÄ = wird die Sehne PQ zur Tangente in P 
werden, die nach den Elementen der Planimetrie senkrecht 
auf dem Radius OP steht, somit ist wiederum nähenmgs- 
weise < RPQ das Komplement von x, d. h, < PQB 
= X seihst. Mithin geht die rechte Seite von (25), falls 
man h klein genug wählt, mit beliebiger Genauigkeit in coair 
über. Das ist aber der Inhalt der Formel (1). 

In derselben Weise zeigt die Figur die Bedeutung der 
Formel (11). Üebrigens ist (11) leicht direkt auf (I) zurück- 
führbar. Denn da: 

. (n \ . ('^ \ 

cosa; = smlT- — x\, Bmx = cosK — x\ , 



so lässt sich der Differenzen qnotieut 
schreiben : 



...V.UU^^lL 
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18 (w -\-h) — cos X 



«{!-(»+*)} 



(26) 



wo die rechte Seite für lim h-^0 uomittelbar in — sin :r 
übei^eht. 

Für die Funktion tgx wird die Figur etwas komplizierter. 
Seien wiederum x und x + h, A > , zwei Winkel des 
ersten Quadranten (a. Fig. 10), Die 
Differenz t^{x -\-h) — tgx sei zur 
Abkürzung mit dt bezeichnet. Der 
Bt^n PQ^^h werde wiederuna 
näh er UDge weise durch die Sehne PQ 
ersetzt. Als Hilfslinie lege man eine 
Parallele zu Jt durch P: das 
Stück PS dieser Parallelen von J* 
bis zum Schnittpunkt S mit dem 
verlängerten ßadius OQ sei mit p 
bezeichnet Da < QPO Bäherungs- 
weiee ein üechter ist, so ist < QPS 
näherungs weise gleich x, und das 
Dreieck QPS ist nähenmgsweise ein rechtwinkliges. Dann 
ist nach dem Aehnlichkeitssatz der Dreiecke (b, die Plani- 
metrie dieser Sammlung), da piAt: 

(27) pM(_i:J_ ie. j( = ^_ 
^ 008 a; 008 a; 

ond im Dreieck PQ8 nähemugsweise: 

(28) p~^, 
und wegen (27) in demselben Sinne: 




Pig. la 
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(29) r;r-rr r— OdeT »UCD -;- — -— , 

^ ' FQ 008*3; Ä C08*« 

xmd zwar am so geDauer, je kleioer h ist. Baa ist aber der 
lohalt der Aussage (111). Analog wird cotgx behandelt. In- 
dessen lä^st sich auch cotg x direkt auf ^ x surückführen, 

insofern cotga:=tgl— — xj, mithin: 



{!-(«+»)} 



-(«+»)} 



C0tg(rc+Ä)— oolg« ^ 
~ Ä^ ~'~ h 
» _ ain(— A) 1 

(30) - h (^ \ (; 

cosl— — xlcosi- 

sin& 1 

Ä sin X sin (ic + A) ' 

Tvo die rechte Seite für lim Ä = in t—r- übereeht 

sm^x ° 
Der innere Grund, warum bei den Ableitungen 7on 
cos X und cotg x ein n^;atives Vorzeichen auftritt, wird in 
§ 18 erörtert werden. In der elementaren Trigonometrie werden 

zuweilen noch als weitere Funktionen cosec x — -; un"! 

■. Bin X 

sec X = ■ - - eingeföbrt. Um auch diese noch mit zu er- 

eo8 X 
ledigen, setzen wir an: 

coBee[x+h) — cosec^; 1 ( 1 1 \ 

Ä Ä\sin(j;+Ä) Biaxi 

(31) ^ 

= ~-ir-^ — i— 7 — riv[^"(^+*) — sina;], 
ABina:8m(a;+Ä)^ v ' / j' 

somit kommt naoh (I) fOr lim h = 0: 



m 


cosec X= :—r — 

Bin»« 


und ganz analog: 




(VI) 


sec 3; = — T— . 



juiiizodbvGoogle 
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§ 10. Die TJmkelirangen der trigonometrischen Funk- 
tionen oder die cyklometrischen Funktionen nebst ihren 
Ableitungen. Allgemefner BegrilT der Funktion und 
ihrer Umkefarung. 

Schon in § 5 trat die ÄuflfasBung hervor, den Kreisbogen 
durch geradlinige Sinus- und Cosinus-Längen zu bestimmen, 
d. h. den Kreisbogen als abhängig von trigonometrischen 
Funktionen anzusehen. Auch in der elementaren Trigono- 
metrie (s. diese Sammlung, Band 3, § 51) ist es eine b&j 
kannte Aufgabe, wenn der Wert eines Sinus oder Cosinus 
oder Tangens oder Cotangens gegeben ist, den zugehörigen 
Winkel (Bogen) mit Zirkel und Lineal zu konstruieren. 
Hierbei zeigt sich aber die Misalichkeit, dass die Aufgabe 
im allgemeinen je zwei versehiedene Lösungen, d. h. inner- 
halb des Vollwinkels je zwei verschiedene Winkel zulässt. 

Man wird zunächst versuchen, durch geeignete Ein- 
schränkung der Definition, „des zu einer trigonometrischen 
Funktion gehörigen Winkels" die in ttede stehenden Auf- 
gaben zu eindeutigen zu machen, i. e. einem voi^gebenen 
Wert einer trigonometrischen Funktion einen einzigen, völlig 
bestimmten Wert des Winkels (Bogens) zuzuordnen und diesen 
als „Umkehrung" der bezüglichen trigonometrischen Funk- 
tion selbständig einzufuhren. 

Dies geschieht am einfachsten durch folgende Fest- 
setzungen: 

1) Wenn y= sinx gesetzt wird, so ordne man einem 
positiven Wert von y zwischen und 1 (0 < y ^ 1) den zu- 
gehörigen Winkel x des ersten Quadranten lO < 37 < —1, da- 
gegen einem negativen Wet von y (0 > y ^ — 1) den zu- 
gehörigen negativen Winkel x 1 > a: ^ — — ] des „negativen 

ersten" (oder vierten) Quadranten zu, endlich dem Werte 
y = den Wert a; = 0; 

2) Wenn y = t^x gesetzt wird, so verfahre man im 
wesentlichen wie bei 1): einem positiven Wert von y 

(0 < y ^ *'") ordne man den zugehörigen Winkel ^ ( < a; ^ ^ 1 
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des ecsteo Qu&dHmten zu, einem negativen Wert von y 

(0>y^— eo) den zugehörigen negativen Winkel a;(o>2;> — -) 

des negativen ersten Quadranten, und dem Werte ^ =— 
den Wert x-~0; 

3) Wenn y^cos:); gesetzt wird, so ordne man einem 
positiven Wert von y (1 ^ ff ^ 0) den zugebfirigen Winkel 

X (0<:r^— ] des ersten Quadranten zn, dagegen einem 

n^ativen Werte von y (0 ^ y ^ — 1) den zugehörigen 

Winkel x des zweiten Quadranten [^^x^nj; 

4} Analog, wenn tf ~ cotgx gesetzt wird, so ordne man 
einem positiven Werte von y {+ cc > y ^ 0) den zugehörigen 

Winkel x des ersten Quadranten (O^a:^^) zu, d^;egen 

einem negativen Werte von ^ (0 ^ ff > — oo) den zugehörigen 

Winkel X des zweiten Quadranten [k^^^^]- 

Diese vier Umkehrungeo der trigonometrischen Fimk- 
tümen ff =^ sin :x, cos ^x, t^x, cotg:c werden bezeichnet mit 
X = aresin ff, arccoa ff, aretg ff, arccotg y (gesprochen; arcus 
sinus y u. s.w.), das soll heissen: x gleich dem arcus (Bogen), 
dessen Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens gleich y ist, und 
heissen auch die „cyclometrischen" (d. i. die Länge des 
Kreisbogens messenden) Funktionen. 

Um für diese neuen Funktionen die Differentialquotienten 
za bilden, wird es zweckmässig sein, um die Gegenüber- 
stellung der Grössen x und ff schärfer hervortreten zu lassen, 
die bisher gebrauchten Bezeichnungen in einigen Punkten ab- 
zuändern resp. auszugestalten; die Üebertragung auf weiter- 
hin noch zu betrachtende Funktionen wird dann leichter zu 
vollziehen sein. 

Zunächst soll immer die veränderlich gedachte Grösse, 
sei es x oder ff, von der jeweils ausgegangen wird, die „un- 
abhängige" Variable (Veränderliche); die andere die „ab- 
hängige" Variable (Veränderliche) oder die Funktion der 
unabhängigen Variablen (Veränderliohen) heissen. 

Während früher die Äeoderung von x mit h bezeichnet 
wurde, möge jetzt gleichmässig die Aendemng (d^ „Zu- 
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wachs" oder das iJocrement") von x reap. y mit Ax resp. 
Ay bezeichnet werden, 80 dass also der DifFeröizenquotient 



der „umgekehrten" oder „iDverseo" Funktion x von y 
dardi -j— angegeben wird. 

Dann besteht offenbar als erstes Gesetz: 
Ay Ax , Ay 1 Ax 1 

(A) Ax Ay Ax Ax' Ay Ay' 

Ay Ax 

Hier kanu man, falls der Grenzübei^ang lim Ax = O 
gestattet war, auch den Grenzübergang Ay = vornehmen, 
und erhält: 

(B) lim -T- = T— - oder kürzer (s. u.): x''——., 

jx^oAx 
wo wiederum der Fall ausznechliessen ist, dass der Nenner y' 
verschwindet. 

Indessen können wir noch genauer, sobald uns bekanat 

ist, dass der Unterschied -^ y' , absolut genommen, unter- 
halb einer Grösse ij liegt, auch den absoluten Unterschied 

-i x' abschätzen. 

Ay 

Denn da nach (Ä) und (6): 

,,, Ax , 1 1 ^ Ax 

Ay Ay y Ay 

Ax * Ax 
so kommt unmittelbar; 

(6) |^_J<_4^. 

r A;^ 
Das gilt nicht bloss ftb: die hier zunächst zu unter- 
suchende ümkehrung der trigonometrischen Funktionen, son- 
dern allgemein. 



_,.,l,z<,i:,.,GOOgll,' 
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Zu dem Beliuf definieren wir: 

„Eine veränderliche Grösse^ ist eine Funk- 
tion einer andern veränderliehen Grösse x 
— in Zeichen f{x] — , wenn es eine mathe- 
matische Rechnungsvorschrift giebt, ver- 
möge deren eB möglich ist, wenigstens inner- 
halb eines gewissen lotervalles (Spielraumes) 
von X, jedem gegeben gedachten Werte von x 
einen einzigen, völlig bestimmten Wert y 
zuzuordnen. Ist auch das Umgekehrte aus- 
führbar, so heisst x, als Funktion von y, die 
Umkehrung von y (als Funktion von x), 
oder auch kurz „die umgekehrte (inverse) 
Funktion." 
Dann sagt die Formel (B), vorausgesetzt, dass die 
Differentialqiiotienten der beiden Funktionen y von x, x von y, 
in eindeutig bestimmter Weise exiatiereo, aus: 

(B) „Der Differeotialquotient von der Um- 
kehruDg einer Funktion ist das Reziproke 
von dem Differentialquotienten der ursprüng- 
lichen Funktion." 
Um mit derartigen Formeln, wie (B), bequemer rechnen 
zu können, wird es nötig sein, die Bezeichnung der Differential- 
quotienten geeignet abzukürzen. Zuvörderst läset man das 
Limee-Zeicben weg, und deutet den vollzogenen Grenzprozess 
dadurch an, dass man den Buchstaben A durch d ersetzt, 
schreibt also: 

,. Ay dy ,. Ax dx 
(7) Imi -^ = -^, lim — =.— . 

. Ax=üAx dx d»=oAy dy 

Hierbei sollen aber die Zeichen dx, dy — die man die 
„Differentiale" von x resp. y nennt — vorderhand keine 
eelbständigen Grössen vorstellen, sondern eben nur in der 
hier stehenden Verbindung einen Sinn haben, nämlich den 
in (7) festgesetzten. 

Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen, und — 
■wie bereits in (5), (6) und in §§ 7, 8, 9, geschehen — den 
Grenzprozess durch ein einziges Zeichen, etwa einen Accent 
oder Strich repräsentieren: 

W. Fr, Meyer, Differentiaarechniuig. L i 7(: : . v^iDOO [t' 
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'*" di '• di "' 

zu sprecben: „y-8trich", „a:-Strich". 

Legt man Wert darauf, die Funktionsbezeichming hinzii- 
Eafligen, so schreibt mao, wenn y ^ f(^)t ^^^ ^ etwa =^ <p{y) 
gesetzt wird: 

(8a) -^ - f\^) = » , -^ = 9(1/) = ^ > 

zn sprechen: „/'-gestrichen-a;" oder „f-Sttich-x" , und 
entsprechend bei <p. 

Nach diesen äaeserlichen FestaetzuDgen gehen wir dazu 
ober, mittels (B) die gesuchten Bifferentj^quotienten der 
cyklometrischeD Funktionen ^^arosin^, arocos^, arctgy, 
arccotg y anf Grund der Ergebnisse (I), (II), (III), (IV) 
des § 9 zu ermitteln. 

Zuvor beantworten wir wiederum die Frage nach der 
Stetigkeit der c^klonietrischen Funktionen. 

Für y="8ina; war, nach § 9 (2), ffir h=-Jx, 
8in(a; + Ä) — sinx'— äy, 

(9) Ay = 28ia-^ • C08 fa; + -^j. 

Wie klein ist der absolute Wert von d^ zu wählen, damit 
der von Jx unter eine vorgegebene, beliebig kleine, pcfflitive 
Grösse e sinkt? Sei zunächst wieder y und Jy positiv, also 
. Ax 

— T— , somit 
Ax 
«OS -2- 

wegen (9): 



Zwischen x-\- Ax und — greife man einen Wert x -\- o 
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Ax <C Alf • • 



COS ~ co8(a: + a) 

Da weiter -^ jedenfalls bereite kleiner ale j oDgeDommen 
Terdea darf, und cos— ~ -^ ist, so kommt a fortiori: 

(12) da: < Jy r^ — r- . 

Wird endlich der x + a entsprechende Wert des Sinns 
zwischen y + dy nnd 1 mit y + ß bezeichnet, so hat man 
coB(a: + a) - + \l-{p + ß)', also: 

(13) Ax<Ay ' . 

^ ^ ^ +Vl-(y+Ä» 

Dies Ergebnis bleibt offenbar gültig, auch wenn x nnd 
Ax nicht mehr beide positiv sind (nur dass für ein negatives x 
y + ß einen Wert zwischen y + Ay und — 1 bedeutet), so- 
bald man Ax nnd Ay in (13) durch ihre absoluten Werte 
ersetzt, rr 

Mithin hat man nur \Ay\ < e\/ — 

um \Ax\ < £ BU machen; hierbei tat y + ß ein Wert zwischen 

y -)- Ay und ± ^, je nachdem x, also auch y, positiv oder 
negativ ist. 

Da eine ganz analoge Kechnung für arccos y besteht, so ^t: 
„Die Funktionen aresin nnd arccoa sind 
stetige Funktionen ihres Argumentes." 
Noch einfacher ist die Üeberlegnng bei srctgy resp. 
arccotgy. 

Noch § 9 (20) war: 

(14) Ay = sin Jx ■ -, — -, — ^—r, 

^ ' " cosa:co8(a:+ Axy 

und da |Jd< L . . 1 cos Ja: > -=, Icosa; cos{a;+ /!la;)|<l, 
' ' cos Ja:' y2 'i ^ ' 

so kommt in allen Fällen: 

(15) \Ax\<\Ay\n, ^. , 

U.,r,ll*i:,.,C.-.OÜgIe 
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imd man hat nnr \äy\ < — zu machen, um \Ax\ < e zu 
erhalten. V" 

Da die Betrachtung für arccotg^ fast die nämliche ist, so gilt: 
„Die Funktionen arctg und arccotg sind 
stetige Funktionen ihres Argumentes." 
Die Bildungen der Ableitungen der cjklometrischen 
Funktionen vollziehen sich fo^ndermassen. 

Nach § 9 (I) war für y = ein x, y' = cos x, also wird 
nach (B): 

11 
(16) a:' = 4 = — ^. 

y ßosx 

Da aber konsequenterweise das Argument des Differential- 
quotienten einer Funktion stete durch die jeweilige unabhängige 
Variable auszudrücken sein wird, so erübrigt noch, auf der 
rechten Seite von (16) statt der abhängigen Variabein x die 
unabhängige y (= sin x) einzuführen. Nun ist: 



(17) cosa: = Vi — ain^a: = Vi — y^ , 

und zwar ist das Vorzeichen positiv zu wählen, da nach der 
getroffenen Festsetzung (1) der Bt^en a: = aresin y nur dem 
ersten, positiven oder negativen Quadranten angehört, ftir 
den also der zugehörige Cosinus positiv ausfallt. Damit ist 
als Ableitung des arcsiu^ gefunden: 

(18) ic' = (aresin j/)' : 



; wenn wir nunmehr die un 
X bezeichnen: 

(I) 



oder, wenn wir nunmehr die unabhängige Variable wiederum 
mit X bezeichnen: 



Hier sind nur die Werte x = + 1, für die der Nenner 
rechts von (I) verschwinden würde, auszuschüessen. 

Nur wenig verschieden verläuft die Rechnung für arccosy. 

Nach § 9 (II) ist für y = cos x, y' = — sin x, somit 
nach (B): 

1 1 1 

(19) x' = (arccos y)' = — 



-Vi— cos'ic yi— y** 
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Das gewählte Vorzeicheü der Quadratwurzel ist daa 
richtige, da gemäss der Festsetzung {3} x ein Bogen des 
ersten oder zweiten Quadranten ist, bo dasa also der Sinus 
positiv ausfallt 

Somit lautet die Ableitung des arccos, wenn wiederum 
X die unabhängige Yariable bezeichnet: 

{II) (arccos a:)' = - 



Femer war für v ^= t« * nach S 9 (IH) «' = — -r— , also 
kommt naoh (B): » V ' » ^,^' 

(20) «•_(<u-ctgä,)-_cos'i_j-j-^_j^, 

also för X als unabhängige Variable: 

(III) (.rctg«)--j-l^. 

Endlich ei^ebt sich auf ganz analogem Wege: 

(IV) i^ig.y--^. 

Es möge auch hier wieder, und zwar auf Grund von 
(A) und (B) auf die genauere Untersuchung eingegangen 
werden, wie klein Ay zu wählen ist, damit der Unterschied 
zwischen Ableitung und DifTerenzenquotient von arcein y resp. 
arccos^, arc^y, aroootgy unter eine vorgegebene, beliebig 
kleine, positive Grösse heruntergedrückt wird. Es wird in- 
dessen genügen, in dieser Hinsicht arcsin y und aretgy zu 
behandeln, da die entsprechenden Bechnungen (nr arccos y 
and arccot^ y vollkommen analog sind. Der Einfachheit 
halber sei zunächst wieder x, wie äx, positiv vorau^esetzt. 

Für X -~ arcsin y kommt nach § 9 (5), (I) und (A), (B): 



.v^.uuyn 
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Die rechte Seite wird vergrÖHsert, wenn p' — -p gemäss 

§ 9 (14) durch den zn grosaen Wert Ax ersetzt wird, der 
Ax 

selbst nach § 9 (5) = Au • 5 -, -t-^ ist: 

. Ax I , Ax\ 
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TStäi § 5 (2) iat: 



'4 1 



""2 
femer ist, wenn wieder a;+a einen Wert zwischen «+ Ja; und ^ 
bezeichnet, 00s (a: -}- — J > co8(a: + a)i coax > co8(a: + a), 
somit, wenn y -\- ß dem Wert» x -\- a entspricht: 

{m)~ — x'<Ay -^ -, i.e. <Ay ^ -. 

^ ' Ay ^ * co8»(ar + ay * A 

Da für ein negatives x resp. Ax nur geringe Modi- 
fikationen eintreten, so gilt: 

I Ax\ 
„Soll für X = aresin « W 1— < e werden, 

" \ Ay\^ 

80 genügt es, |Jy|<^{l — (y + yJ)*)* zu nehmen, 

wo y + ^ irgend ein Wert zwischen y und + 1 
ist, je nachdem y positiv oder negativ war." 

In derselben Weise ei^ebt sich nach § 9 (20), (24) und (HI) 
flir a; = 8rctgy, positive x, Ax: 



jüü^Il' 
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(23),-_^<-^-M£-_^.^.o».:r»»(« + d«), 

i, e. <2Jx cos^cl-; — 1, 
\8m xf 

oder nach Einiahraiig von Alf gemfiss § 9 (20): 

nnd da wie oben-: — ;— < Va, femer o08*a;co8(aT-|- Ax) < 1: 
(25) x'_^<4Jy. 

Werden wieder die Fälle, wo x oder Ax negativ, mit- 
ber&cksicht%t, so gilt in allen FSllen; 

„Soll für X — tLTotgy der abeolote Wert von 
x' — ~j~ ^ * werden, ho genügt es, den ab- 
soloten Wert von Ay<ij zu wählen." 

Iii der Theorie der Taylorschen ßeihe und ihres B«8t- 
gjiedee werden wir aber ein Hilfsmittel kennen lernen, das 
derartige Aufgaben weit leichter zu lösen gestattet (§ 19). 

Der Vergleich der Formeln (I), (II), (III), (IV) mit den 
mitsprechenden des § 9 giebt zu einigen wichtigen Bemerknngen 
Anläse. Die Formeln des § 9 sagen im wesentlichen aus, 
dase die Difierentialquotienten der trigonometrischen Funk- 
tionen wiederum trigonometrische Ausdrücke sind. Dagegen 
seigen die Differentialquotienten der eyklometrischen Funk- 
tionen ein wesentlich anderes Verhalten. Es sind das Aus- 
drücke, die aus der Grösse x durch die arithmetischen 
„Operationen" der vier Spezies (Addition, Subtraktion, 
Multiplikation, Division), bei (I)und (II) noch mit Hinzunahme 
der fünften Operation, des Kadizierens entstanden sind; der- 
artige Ausdrücke nennt mau „algebraische" Ausdrücke 
(oder Funktionen) von x. 

Wir betonen dies Ergebnis: 

„Die Ableitungen der trigonometrischen 
Funktionen sind wiederum trigonometrische 
Ausdrücke, dagegen die der eyklometrischen 
Funktionen algebraische Ausdrücke." 
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In der Änalysie werden die algebraischen Ausdrücke 
als die einfacheren, alle nicht algebraischen („trans- 
cendenten") Ausdrücke als die komplizierteren und erst in 
zweiter Linie zu untersuchenden angesehen. Der gewonnene 
Satz legt somit die Vermutung nahe, dass es möglich sein 
wird — indem man den eingeschlagenen Weg des Differen- 
zierens rückwärts durchläuft — die cyklometrischen Funktionen, 
und damit auch ihre Umkehrungen, die trigonometrischen, 
von den algebraischen Ausdrücken aus, die die rechten Seiten 
von (I) — (IV) bilden, d. h. ohne jede Benutzung geometrischer 
Mittel aufzubauen. Die Durchfuhrung dieser Aufgabe bleibt 
der Integralrechnung vorbehalten. 



§ 11. Der DifiFerentialqnotient einer beliebigen Potenz ac". 

Der Differentialqaotient einer Funktion einer Funktion 

Ton cc. 

In § 8 ei^b sich auf Grund des binomischen Satzes, 
dass der DifTerentialquotient einer Potenz y = af (mit posi- 
tiver Basis x), wenn der Exponent n eine natürliche Zahl 
war, den Wert nx?*-^ hatte: 
(1) {3f)'=n^-K 

In der Arithmetik wird entwickelt, wie sich die Haupt- 
gesetze, denen diese einfachsten Potenzen af gehorchen, der 
Reihe nach auf Potenzbildungen übertragen lassen, filr die der 

Exponent successive negativ ganzzahlig = — n, gebrochen, = — 

1 ff» , - .^ j ^- ** 

resp. resp. — (wo m eine positive oder negative ganze 

Zahl ist), für die endlich der Exponent eine beliebige irrationale 
Zahl ist. Analog wird man versuchen, die Formel (1) auf 
die weiteren Potenzbildungen auszudehnen. 

Sei erstens der Exponent x von negativ'^anzzahlig, d. h. 

y = oc~*= — , so wird der Differenzenquotient: 

äy_ 1 J 1 11 



(2) 



V Ax ^x + Ja;)" «"J 

{^x -{- AxY — sf') 1 

Ax (x-^Axfaf' 
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Geht man zur Grenze für lim Jx^O über, so wird der 

Faktor '^ -^ ■ — zum DifTerentiiilquotieDten von a^, 

also nari (1) = m3^-', während im Nenner (x+ Ja)" gegen 
3^ konvergiert. Also kommt: 

(3) {x-") „._^=— ^^ nx—K 

Daa ist in der That, in Worten auegedräckt, dasselbe 
Ergebnis, wie in (1); der Exponent — n ist mit der Potenz 
von X zu multiplizieren, deren Exponent der um 1 verringerte 
ursprüngliche Exponent — « ist, nur daas jetzt der Wert 
x = ausgeschlossen werden muss. 

Wir gehen üJDer zu x" = Yx, wo Yx die eine, völlig 
bestimmte positive »** Wurzel aus der positiven Grösse x 

darstelle. Wenn aber y = :c", so ist umgekehrt a;=-y; in- 
dem mau sich also der Regel (B) § 10 f^r die Umkehrung 
einer Funktion bedient, erhält man; 

,., ( ■^y_ 1 _i 1 1 1 1 1 1 1 



Man erkennt, dass das Endresultat wiederum nach der- 
selben R^;el aus x" gebildet wird, wie bei (1) und (3). 

Daran schliesst sich die Potenzbilduug t/'^x " =- —j, 

X* 

die nach dem Muster des Falles (3) zu behandeln sein wird. 
Der Differenzenquotient wird: 



Ax" Am\ 



\x^-AxY 



(a;+Ja;)"a;" 

Uinliz,»!:,., Google 
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Geht man zur Grenze für lim Ax^^O über, so kommt 
auf GruDd von (4): 



)(,-)'= 



also abermals die alt« B^el. 

Nnmnehr steigt man su y = x' = {xf)* •= \x*} auf, 

wo m und n natürliche Zahlen sind. Die Bildung von af 
läsBt sich in zwei Schritte zerlegen; mittels des Argumentes x 

Bt«llt man zuerst die Funktion x' her, und sodami von dieser 
Grösse, die als ein neues Ai^oment an^efasst wird, als Funk- 
tion die m*" Potenz: x" wird daher als „eine Funktion 
einer Funktion von x" zu bezeiohnen sein. Zweck- 
mässig wird man die „Zwischenfunktion" oder die ,^wischen- 

variable" x'* durch einen besonderen Buchstaben, etwa u 
angeben, also setzen: 

(7) M = a;-, y = w". 

Kne Aenderung von x um Jx hat zuvörderst eine 
AenderuDg von u um Au zur Folge, und diese wiederum 
eine Aenderung von tf um At/. Man wird somit auch die 
Bildung des Kfferenzenquotienten in mehrere Schritte zer- 
legen, erst -r- herstellen, dann -^, und schliesslich ~~. 
^ Ax Au Ax 
Nun ist sofort ersichtlich, dass: 

^' Ax Au' Ax' 

mithin durch Grenzübergang für lim Ax = 0, also auch 
lim Au = 0: 

^ dx du dx' 



j.u,i,zt!dbvGoogIe 



§ 11. Abledtong einer Funktion einer Fnoktion von x. 107 

Mau erkennt dies noch dentlicfaer, wenn man die Unter- 
schiede zwischen den Difierenzenqaotienten und den zuge- 
hörigen Differentialquotienten in Betracht zieht, also setzt: 



wodurch (8) zimäobst übei^ht in: 

oder 

dx du dx dx ' du ' 
Da aber mit Ax zugleich d, e, t) g^en Null kraiver- 
gieren, und hierbei solche Wert« x ausgeschlossen werden, 

fte ^ <Kier ^ , 

dx du 

für lim Ja; = zu (I). 

Offenbar ist der voi^enommene Prozess nicht nur auf 
das vorlie^nde Beispiel (7) anwendbar, sondeni auf jede 
Funktion einer Funktion von x, unter Zugrundelegung der iu 
§ 10 g^ebenen Definition einer Fanktion, solange die auf- 
tretenden Differentialqnotienten als endliche Grössen existieren. 
Das liefert die fundamentale E^;el über die Ableitung der 
Funktion einer Funktion von x: 

*] Qenaaer vollsieht sich der fragliclLe GreozprozeBS in der Art, 
dMB, fall» die ab»olnten Werte von e, ij, eij bereits unter einer be- 
liebig kleinen, vorgegebenen (positiven) GrOsse k liegen, gen^a (.8), (9) 
und (I): 

|S-Sl<Mil+l^:l+'} 



,ü. 



wird, wo nnter -^ die rechte Seite von (I) ed verstehen iet. Soll 

also -r^ — ~M nnter eine vorgecrebeue Grenze ^ sinken, so wtLhle 

\Ax dx\ 
man eq dem Bebnf ; 



jäij -^ |äS| ^ 



ju,i,z.dbvGoogIe 



108 § 11- Äbleitnng TOn x". 

I „Ist w eine Funktion von x, y eine Funk- 

tion von u, mithin aacb y eine Funktion von x, 
80 wird der Wert des Differentialquotienten 

^ ausgedrückt durch das Produkt der beiden 

einzelnenDifferentialquotienten -7-, -=— : nach- 

^ au ax 

träglicb ist dann im Resultat u wieder durch 
seinen Wert in x zu ersetzen." 
Im vorli^enden Falle (7) hat man nach (1) und (4): 

(11) ^-JL-mu-^-m(J')'~'-mx^-mx^'i, 
au 

(12) 

somit nadi I: 

(13) -/- =. Xx' I — - x" " . x" =-a;" 

dx n n 

Eine Kontrolle dieses Ergebnisses bietet sich dar, wenn 

man sich für x" der zweiten, oben ai^egebenen Definition 

(a^)" bedient, also setzt: 



du 
dx' 



(14) 






U = Jf, 


y- 




Dann liommt: 






(16) 


dp 
du' 


_ 1 
" rt 


■~'_ ' 


(»-)• 


(16) 






du 

dx^ 


msf- 


also nach I: 








(17) 


i = 


Ul 


'-1'^' 


• X 



a?"-i =- — a:" 



d. i. aber (13), oder die nämliche Regel (1), wie in den 
früheren Fällen. 
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Auf diesem W^;e lässt eich auch der Fall 

X " = U " / 
erledigen, wo m, n wieder natürliche Zahlen sind. Man 
führt die Zwischenfunktion x" ein: 

(18) u^x^, y = «~", 

tind findet nach (3) und (4): 



du 



dy ^„-.-1 „(ji; 

d« 1 i- 



(20) 

somit nach (I): 

(21) ■'-!<- -L-'-) •^x-''~i.J^-' •?»;-?-. 

dx n n 

Wäre endlich der Exponent v einer Potenz af eine 
irrationale Zahl, so Ifisst ^ch v mit jeder beliebigen Genauig- 
keit durch einen rationalen Bruch — angeben, d. b. genauer, 

zwischen zwei aufeinanderfolgende Brüche — und 

einschliessen, deren Differenz — unter jede Grenze herunter- 
gedrückt werden kann; in § 1 (II) zeigte sich, dase dann 

lim a" = 1, und damit af selbst gegen einen bestimmten 
Grenzwert konvei^ert. Nun ei^ebt sich nach (13) resp. (21): 



= — iC" iC"-| — x" »" . 



110 § 11- Ableitung einer beliebigen Potenz TOn x. 

Für lim — = 0, lim x" —1 (b. § 1, 11) konvei^eren 
aber die beiden Ableitungen in (22) g^n den Grenzwert 

Damit bat sich die Anfangs ausgesprochene Erwartung 
betreffs der Verallgemeinerungsfähigkeit der Formel (1) er- 
füllt und es gilt das Gesetz; 

II „Dei" Differentialqnotient einer beliebigen 

Potenz 3?' (iC^O) wird gebildet, indem man 
die Potenz a^~' mit dem ursprÜDglichen Ex- 
ponenten V multipliziert: 

(3*)'=ya^-'*). 

Hierbei ist nur im Falle eines negativen 
V — 1 der Wert a; = des Argumentes aus- 
zuschliessen." 

Ist einmal die allgemeinst« Potenzbildong x erledigt, so 
bietet derProzess derÜmkehrung nichts Neues mehr. Denn 

ist y = a', so wird umgekehrt x~jf' , also wieder eine 
Potenz. In der That kommt nach der R^l § 10 (B) für 
die Ableitung der Umkehrung einer Funktion: 



(23) 



d. i. das nämliche Ciesetz wie für ^. 

Es ist für das Folgende nützlich, das Ei^bnis (13) noch 
auf Grund einer andern An£^snng herzuleiten, die zwar zu- 
nächst beschwerlicher ist, dafür indessen einer weitgehenden 
Ver&Ugemeinerung i^hig ist. 

*) Vfie bei den biiher bebacdelten elementaren Fnnktionen Urat 
■iah anch für eine beliebige Potenz x', im AnBchlnaB an § 8, die 
Stetigkeit, wie der Unterschied zwischen Differenzen' ond Differential- 
qnotient mit elementaren Mitteln abmeuen, immerhin ist dieser Weg 
etwas beichwerlieh, und wir werden, wie echon am Ende von § 10 
bemerkt, mitteli der Taylorschen RJeihe nnd ihres Restgliedea die 
bez. Prüfen bequemer beantworten kOnnen (§ 19). 
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Die Gleichung y = a:" ist äquivalent mit: 

(24) y" := af . 

In (24) lasse man :i: in :t; -|- ^x, aIbo y ia y + djf fiber- 
gehen: 

(25) (y + Jy)- = (x + Ja:r. 

Indem links wie rechts nach dem binomischen Satze 
(§ 6) entwickelt wird, kommt: 

wo die Faktoren von (Jy)' resp. (Ja:)* durch geschweifte 
Klammem angedeutet sind. Auf Grund von (24) und nach 
beiderseitiger Division mit Ax entsteht: 

(27) „jr-.^ + ^Jy<>_„:t— .+J:.<>, 

nnd durch Grenzübergang (vgl. die allgemeinere Erörterung 
in § 13); 

(28) ^-|.„^-.-„^-.,i.e./=^^. 

Setzt man rechter Hand für y seinen Wert x" ein, so 
reduziert sich der Wert von y' der Eeihe nach auf: 



(29) y'-^Kx") , _. , -■- X* , 

U"^ X " 

i. e. (13). 

Das vorli^nde Beispiel veranlasst, die Fonktions- 
abhäo^^eit einer Grösse y von einer andern x analytisch 
dadurch festzulegen, dass zwischen y und x eine Gleichung 
besteht, die erlaubt, begrifflich die frühere Definition der 
Funktion (s. § 10) anzuweDden. Man wird in dieser 
Gleichung, wie oben bei (25), x und y ersetzen durch x -\- Ax 
resp. y ■+■ Äy, von der so erhaltenen Gleichung die ursprüng- 
liche abziehen, und d^n versuchen, so zur Grenze über- 
zugehen, dass y' berechnet werden kann. Die Ausführung 
dieser etwas schwierigeren Angabe wird in § 13 vor- 
genommen werden. 



uyii 



112 § 13- DifferenieiuinoUeiit der EzpODentUl&iiktion. 

§ 12. Der DifTerentialqnotleDt des IiOgarithmiiB 

nnd der Exponentialfanktion. Die Entwiebelnng nnd 

der Grenzwert tob fl + -] . Entvickelbarkelt der 

Exponentialfnnbtion. 

Der DifierenzenquotieDt (§ 8 (IV)) der Exponeotialfunktion 
y = o', wo uDter a eine feste, positive Basis verstanden sei, 
nimmt die Form an: 

Ay «'+•** — a' c*' — 1 

Ax Ax Ax 

Um hieraus den DiflFerentialquotient«n von tf zu ge- 
winnen, würde die Untersuchung des Grenzwerts von — -j 

ffir Y\mAx = erforderlich sein. Aus § 1, II weiss man 
allerdings, dass der Grenzwert von a^' — 1 die Null ist, 

dase somit - — ^ für \\mAx = 



annimmt; im übrigen fehlt aber bis jefzt jedes direkte Mittel, 
dem fraglichen Grenzwert auf die Hpur zu kommen. 

Wenn y " o*, so zeigt die Arithmetik, dass x für jeden 
positiven Wert von y eine völlig bestimmte (reelle) Grösse ist, 
die man den Ix^arithmns (mit der Basis d) von y nennt und 

mit lg:r oder kurz, wenn die Kenntnis der Basis a voraus- 
gesetzt wird, mit lg x bezeichnet. Lässt man y der Beihe 
nach andere und andere Werte annehmen, so erscheint x im 
Sinne der Definition des § 10 als die Umkehrung der 
Exponentialfunktion. Nach § 10 (B) ist dann die Ableitung der 
Exponentialfunktion das Beziproke von der Ableitung des 
Logarithmus. 

Man wird deragemäss versuchen, um die oben betonte 
Schwierigkeit zu umgehen, zuerst die Ableitung des Loga- 
rithmus zu bilden. Schreibt man vor der Hand wieder 

^ = lg:r = Igx, so zeigen die elementaren Eigenschaflen des 
Logarithmus (s. diese Sammlung, Bd. 1, § 32) sofort, dass: 
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Jy lg(a;+Ja ;) — lg» 1 ,, i + ^» Ll„/'ij,45'\ 

^ ' d«~ ^a: Ax^ X ~Ax^V^ x! 



■4. 



Um den erforderlichen GrenzprozesB ffir lim Ax = vor- 
zunehmen, genGgt es offenbar, im Ausdruck (l + -^| 

unter dem Ig-Zeichen auf der letzterhaltenea rechten Seite 
von (2) die GrÖBse Ax beliebig abnehmen zu lassen. 

Es sei unter x ein beliebig gewählter, aber fSr die 
folgende Unteraachung fest gehaltener Wert (> 0) verstanden; 

dann ist klar, dass gleichzeitig mit Ax auch — gegen Ntdl 
konvergiert. ^ 

Die einfachste Art, irie sich eine positive Grösse der 
Null beliebig näiert, ist in § 1 besprochen, wenn sie nämlich 

ein Stammbruch — ist, wo » eine natürliche, beliebig wachsende 
Zahl ist. liidem wir uns also vor der Hand auf diesen ein- 



nehmen und — gleich — setzen, wodurch 1 + - — in IH — 1 
X " n \ X / \ nl 

übergeht, werden wir zu der Hil&au%abe geführt, den Grenz- 
wert von (iH — I für ein beliebig wachsendes, zunächst 
natürliches, n festzustellen.'*') 

Hier bietet sich als Hilfsmittel der binomische Satz (§ 6) 
mid es kommt: 



*) Daaa die Existeai eioes solchen GrenEwertea mit dem Früharen 
jedenfalls nicht im Widerspruch stehen würde, sieht man bo ein. Ware 

e dicBer Grenzwert, so mOaate sich Ye mit waohBendem n dem Werte 

I -| , also auch der Einheit selber beliebig nähern: Aas ist aber 

gerade der Inhalt des Satzes II von § 1. 

W.Fr.Herer, Dlffarentialrecluiiing. 6 
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» «—1 »-2 »-(t-i) 1 

»" «'»'■■ « fc! 
« n — 1 » — 2 «— A 1 

n »—1 w— 2 «— (t+l) 1 
■''n » n'"' n (lc+2)\ 
n n — 1 « — 2 n — {» — 1) 1^ 



,.,(.+i)-=>+>+(>-i)i,+(.-i)(i_D>+... 



+(1- 



n MI 
« 1 



+(l4)(l-|)...(l-^)^+.. 



« /(i+2)! 



+ 1-:; 1- 



Man wird zuvörderst versuchen, um sich über den Wert 
der rechten Seite von (3a) zu orientieren, ihn zwischen zwei 
möglichst einfach anzugebende Grenzen, also etwa zwischen 
zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen einzuschliessen. Zu 
dem Zwecke werde das erste Glied 1 at^epalten und das 
Aggregat aller darauf folgenden Glieder, das als „Rest Bi" 
bezeichnet sei, betrachtet. Da alle Glieder dieses ßestes B^, 
wie unmittelbar ersichtlich, positiv sind, und das erste Glied 
von Ri selbst gleich 1 ist, so ist sicher B^ > 1 , d. h. 1 ist 
„eine untere Grenze" von fl, . Um andererseits für R^ eine 
einfache „obere Grenze", d. h. eine Zahl, die > jß^, zu ge- 
winnen, versuche man, M^ unter den Wert einer be- 
kannten Reihe, also etwa einer geooietrischen Beihe (§ 2, (I) 
herunterzudrücken. Das geschieht in zwei Schritt^. Da 
alle rechter Hand von (3a) auftretenden Klammerfaktoren: 



g 19. BMt Bt der &itwi«kel(uig von 1 1 + - 



positive edit« Brüche aindt so 
hervor: 


geht ans (3 a) 


die 




(4) iJ,<l + |i + i+, 


...+i,+... 


■ + 


1 
»1' 


somit omsomehr, da 3 > 2, 4 > 2, . . ., n > 2: 




(6)«.<i+^+(^)'+(i)' 


+ •••+©' 


+ 


••• + ©". 


i. e. nach § 2, (I): 

1- 


-r- 






\i}&) Äi <, ^ 


1-1 ' 




also erst recht: 


2 






(5b) R, < -^ 


, i. e- <2. 







Damit ist der Wert von i£, zwischen den Grensen 1 
tmd 2 eingeschlossen, folglich der Wert von 11 -| — | , för 

jede natürliche Zahl »(> 1), zwischen den Grenzen 2 und 3. 

Das soeben für die Ent Wickelung (3) eingeschlagene 
Verfahren hat man nur in naheliegender Weise zu ver- 
allgemeinem, um eine Methode zu erhalten, die überhaupt 
für Untersuchungen von der Art der hier vorliegenden vor- 
bildlich ist. 

Man spalte die rechte Seite in die Summe s» der ersten 
k Glieder und den „Rest Rk", d. h. das Aggregat aller noch 
übrigen Glieder, wobei man sich gleich, im Hinblick auf das 
weiterhin stets wachsende n, k als eine, n gegenüber ver- 
hältnismässig kleine natürliche Zahl denken m^, so dass: 




116 § 12' Untennchimg des Restes £t von |l + -| - 

■■■\ «/L^^ft + i^ {ft+i)(ft + 2) ^■■■J' 

wo die in der eckigen Klammer hinter dem dritten Gliede 
noch folgenden Glieder nur durch Punkte angedeutet sind. 
Für diese eckige Klammer [ ] in (7) gilt, da wiederum^die 
in den einzelnen Zählern auftretenden Klammerfaktoren po- 
sitive echt« Bräche sind: 

(«> [ ]<'+Fh+wh?+-+WTv=>' 

womit sie imter den Wert einer geometrischen Reibe herant«r- 
gedrückt ist: also entsteht nach § 2, (I): 

C8.) [ ]< ^_+j_ , 

nnd timsomehr: 

(Sb, [ ]<^. 

Andererseits einlebt sich für den vor der eckigen Klammer 
stehenden Faktor unmittelbar: 



(»> ^(-ä(^ 



Die Kombinierung von (8b) und (9) lehrt, dass man fiir 
dea Eest Ei, (7) eine einfache, von dem Werte von »(> k) 
ganz unabhäagige, obere Grenze gewonnen hat: 

Eine leichte Ausrechnung zeigt, dass man für A; = 11 hat: 
(11) Bti< 0,000000027, 

d. h. bei Kechnen mit siebenstelligen Dezimalbrüchen kommt 
der Wert von R^^ nicht mehr in Betracht, und bei weiterem 
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WadiseD von k ddo je eine Einheit wfirde die Genauigkeit am 
mindestens je eine weitere Dezimalstelle zmiehmen. Und dies^lt 
ganz imabhängig vom Wachstum von », wenn n überhaupt 
nur grösser als die jeweils angenommene Zahl k gewählt 
wird. Da also .B» bei wachsenden h und »(> A) unter jede 
Grenze sinkt , so reduziert sich die Entwickelang von 

|l -| — I auf den Wert von 3% (6). Hier kann man offenbar, 

wenn man sich wiederum i^r Tc einen massig grossen Wert, 
z. B. k = \\, festgehalten denkt, » jederzeit so gross wählen, 

1 2 ifc — ü 
daes die Brüche 1 , 1 , ...1 , und damit 

» , » » 

auch Produkte von ihnen mit beliebiger Genauigkeit darch 
die Einheit ersetzbar sind, also auch Si durch den Wert e^; 

(12) a.-1 + i + i + i+...+j^. 

Hiermit ist das Eigehnis gewonnen: 

„B^i beliebig wachsendem, natürlichen n 
konvergiert (l -| — | gegen einen bestimmten 

Grenzwert e, der durch die unbegrenzte Reihe 
repräsentiert ist: 

('ä'J±('+5)"-«-i+T!+l!il?!+-+(F:^+- 

Bricht man die Entwickelnng (13) hinter 
dem h**^ Gliede ab, so ist der damit be- 
gangene Fehler kleiner als^jr. ~~t^ — •" 

Dieser Grenzwert e erweist sich als ein fQr die ganze 
Aualysis fundamentaler; eine genauere Berechnung (s. n.) 
liefert deo auf 12 Stellen abgerundeten Dezimalbrach: 
(14) e = 2,718281828459 . . . 

Indessen möge die Untersuchung, wennschon sie für 
praktische Zwecke völlig hinreichen würde, noch etwas feiner 
ausgestaltet werden, insofern auch der Wert von a^ zwischen 
zwei Grenzen eingeschlossen werden soll, umsomehr, als das 
dabei zur Verwendimg kommende Hilfsmittel auch später 



nooh wichtige Dienste leisten wird. Immerhia mag dat Leew, 
dem an einer derartigen Verfeinerung der Methode zunächBt 
weniger gelten ist, das asiDittelbar Folgende übereclilagen. 
Der in (12) angegebene Wert cj ist zuvörderst nur eioe 
obere Grenze von st. Eine untere Grenze für sj, erhält man, 
wenn man zunächst im letzten Gliede den Faktor von 

,^.a.,..»P™a^(,-l)(>-|...Vt^) 

durch die ersichtlich kleinere Potenz (l 1 ersetzt, 

weiterhin aber auch die nämliche Ersetzung mit den Faktoren 



mrd St in den beiden Grenzen eingeschlossen : 

<{i+i+i+...+p4,) i... «.(i-t?)'-<..<^. 

Es soll nunmehr der Fehler ei at^schitzt werden, den 
man begeht, wenn man, wie es in (12) geschehen, St schlecht- 
hin durch die rechte Seite e« der Doppel-Ungleichung (15) er- 
setzt. Dieser Fehler et ist jedenfalls kleiner als die Diffe- 
renz der beiden Seiten der Ungleichung (15): 

(16) ,<^{l_(l_'^)*-}, 

also nm so mehr, da nach (5b) e» kiemer als 3 ist: 

(lU) „<3{l-(l-tjy"'}. 

Der Faktor von 3 rechter Hand von (16a) wird wiederum 
nach dem binomischen Satze zu entwickeln sein; schreibt 
man für den Augenblick l statt k — 2, so kommti 
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Es sei n bereits grösser als P vorausgesetzt, so ist so- 
fort zu sehen, dass die absoluten Wert« der Glieder rechts 
von (1 7) Schritt für Schritt (und zwar mit beliebig wachsen- 
dem n unbe^tkzt) abnehmen; denn da — < 1, bo ist erst 



zeichnet man diese absoluten Werte der Kürze halber mit 
Ij, i,, i,, ...,ii[l^>it>i,>Xi>...y. 



so ist die recht« Seite von (l?a) sicher kleiner als das erste 
Glied i^, da man sie in die Gestalt setzen kann: 

(17b) i_(i_i)'_i^_(i._y _(;.-;.)-..., 

WO alle KlammergrÖssen*) nach der Voranssetznng: 

'll>^>'l.>'l4>-- 

positiv sind. 

Die linke Seite ist ein positiver Wert, da l^ kleiner als 
n gewählt war, also um so mehr 2 < n ist; ffir diesen Wert 

ergiebt sicli also, da ii=^— ist, 

(18) ,_(,_i)'< 2 (,.<„). 

Setzt man nunmehr ffir l wieder seinen Wert k — 2 
ein, so gilt für den Fehler ei (16, 16a): 

(19) c,<3.^^^ ((*_2)»<«>, 

sodass et bei festgedachtem k und beliebig wachsendem n 
gegen Null konvei^iert 

Wfinacht man demnach für irgend einen gegeben ge- 
dachten Wert k den Fehler ej unter eine gegebene, noch so 

*) Das letie Glied reohterhtmd von (17b) ist entweder di« 
Klunmei^rOase — {^j_i — ■'j) oder aber — i, aelbat, so das« in beiden 
ffiUen die hinter dem negatiTsn Zeichen atehende GrOra« positiT ist. 
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kleioe (positive) Zahl e herunterzudrücken, so hat man nur 
n 80 hoch zu nehmen, da»8 — ^ ~ < e wird (wobei , so- 
bald nur e < 3, {fc — 2)^ von selbst kleiner als n ausfällt), 
d. k: 

(20) «>^fcl^. 

Sei etwa i = 12, «= 10 ■ 000 ■ 000 ■ 000, so wird 

et < j^ , d. h. der Fehler bei Ersetzung von St durch c* (12) 

beträgt weniger als drei Einheiten der aditen Dezimale, 
kommt also beim Rechnen mit siebenstelligen Dezimalen nicht 
mehr in Betracht. Grleichzeitig wird gemäss (10) der durch 

Vemachläasigung des Bestes Ü^^ erwachsende Fehler < r--^, 

ist also unter den vorliegenden Umständen erst recht ohne 
Einfluss. 

Mit Rücksicht auf das Folgende möge aus der Gestalt 
eines „alternierenden" A^iregates von l Gliedern von 
der Gestalt der rechten Seit« von (17 a): 

(21) A=.l^-X^ + i,-^ + ^—h + ... 

(iii'!> ^ >'Ib!>'14>---; alle X positiv) 
noch eine zweite Folgerung gezogen werden. Schreibt man 

(21) in der Gestalt: 

(21a) ^ = (^ - i,) + (A, - ^4) + {i, - A,) + . . - , 
wo das letzte Glied entweder die Klammei^össe + (^;„i — ^j) 
oder aber + Aj ist, also beidemal positiv ausfällt, wie auch 
alle übrigen Elammergrössen, so geht aus (21a) sofort hervor, 
dass der Wert des Ä^regat«a A den Wert von ij — >l, 
übersteigen muss. Kombiniert man diesen Schluss mit dem 
oben aus (17b) gezogenen, so erhält man den nützlichen. 
Hülfssatz: 

(22) „Versteht man unter i^ ^ ^l^ ... Aj eine Reihe 
positiverund enccessive abnebmenderGrÖssen, 
sodass ^i > i, > ^ > ^4 > . . . , so ist der Wert 
des „alternierenden" Aggregates A^X^ — A, 
+ /la — 'f*±-'- selber positivund zwar zwischen 
den Grenzen /^ — X^ und A, enthalten." 
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Der Satz läsat eine naheliegeDde Erweiterung zu. Es 
werde l^ als ein gerades Glied des A^regates A bezeic]inet, 
wenn i eine gerade Zahl, als ein ungerades Glied, felis i eine 
ungerade Zahl bedeutet. Ferner sei unter A^ das Aggregat der 
ersten i Glieder von A verstanden, mit P, das der noch übrigen 
[dessen absoluter Wert |P(|, je nachdem • gerade oder un- 
gerade, gleich ±{A — Ai) ist]. 

Wiederholt man den aus (17b) gezogenen Schluss für 
ein ungerades Glied ii, andererseits den aus (21a) gez(^nen 
für das alsdann gerade Glied Xt^i, so ergiebt sich die 
DoppelungleichuDg j1(-(_i < j1 < A(, woraus folgt, dass 
Ai — A <iAi — Ai+i , oder, da Ai — At+i nichts anderes 
als das Glied Hf+i ist, A^ — A = |P,| < ^+i, d. h. bricht 
man das Aggr^at A bei einem ungeraden Gliede Xf ab, so 
erhält man einen zu grossen Wert A4; der Fehler ist kleiner 
als das nächstfolgende Glied X^^i. 

Ctanz analog verfährt man für den Fall, dass i,- ein ge- 
rades Glied ist. Man erhält jetzt die umgekehrte Doppel- 
Ungleichung ^ <iA<iAi+i, und hieraus^ — A^-CAi^i — At 
i. e. <^_(.i; oder was dasselbe aussagt, P^ < >li+,. Damit 
ergiebt sich der Satz, der (22) als speziellen Fall i ^ 1 
enthält: 
(22a) „Bricht man die Reihe A^X^—kt+Xg—Xi 

-\ ■■■±'li, wo alle X positiv und Xj^-^X^ 

<Xt<Xt<...<Xt, bei einem i*«" Güede X( ab, 
80 ist das Aggregat Ai der ersten i Glieder 
grösser oder kleiner als A, je nachdem i un- 
gerade oder gerade ist; der hierbei be- 
gangene absolute Fehler, d. h. der absolute 
Wert des Unterschiedes A — A{ ist beidemal 
kleiner als das dem Gliede Xi nächstfolgende 
Glied Xt+i." 

Nunmehr kehren wir zu unserem Hauptgegenstand zurück. 

Ax 
Es war zunächst die Grösse — in (2) positiv und gleich 



In zweiter Linie wird zu untersuchen sein, ob und 
welchen Grenzwert (l -| j^ bei abnehmendem Ax erhält, 



...V.UU^^lL 
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wenn Ax negativ, und — zunächst wieder gleich ge- 
wählt wird, wo n eine natürliche, beständig wachsende Zahl 
bedeutet, Bodass (l H jäis die Gestalt ( 1 1 annimmt. 

Man wird zu dem Behuf (1 } mit (l H — ) ver- 
gleichen, und zwar am einfachsten dadurch, dass man den 
Qaotieoteu bildet: 

and sodann die recht« Seite nach dem binomischen Satee 
entwickelt : 

ro«„NLJ^l^L__i " . " "-1 1 , ** «-1 »-21 

Hier ist sofort ersichtlich, dass die rechte Seite ein 
A^regat von der Art (21) ist; die Glieder haben abwech- 
selndes Vorzeichen und ihre absoluten Werte nehmen Glied 
für Glied ab. Mithin läset sich nach (22) der Wert voa 
(23a) für jeden Wert von n (sc, > 1) zwischen den beiden 

Grenzen 1 und 1 ^ = 1 einschliessen : 

und da die Differenz - beider Seiten der Ungleichung mit 
beliebig wachsendem n unter jede Grenze sinkt, so konver- 

giert :; -T— - gegen Eins, und da der Zähler dieses 
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Brnchea hierbei nach (13) gegen e konver^ert, bo ist das 
oSmliche aach mit dem Nenner der Fall: 



Ans (2ö) lässt sich noch eine weitere Folgerung ziehen. 

Da (25) identisch ist mit lim [l 1 ——, so entwickele 

' ' / 1\» —V n! e' 
man wieder 1 1 1 nach dem binomischen Satze, so kommt 

im Hinblick anf (3a) sofort: 

(-y— H-(i-l)A-(a-i)(.-|)l 



(26) 



+ 1- 



■a(-D(-l)^ 



nnd, vermöge anali^r Überlegungen wie oben beim Ueber- 
gang zu (13), falls man n gross genug nimmt, mit beliebig 
kleinem Fehler: 



(27) 



2! 



Da dies eine alternierende Entwicklung ist, so liefert der 
Satz (23 a): 

(28) „Bricht man die rechte Seite von (27) hinter 

dem Gliede mit dem Nenner (A — 1)! ab, so 

erhält man ein Aggregat, dessen Wert ^ — 

ist, je nachdem Tc — 1 gerade oder ungerade, 
d. h. je nachdem h ungerade oder gerade ist: 
der hierbei begangene Fehler ist, absolut ge- 
nommen, kleiner als ■^" 
k\ 

Damit ist eine zweite Entwickelung für die Berechnung 
von e gewonnen, die hinsichtlich ihres Fehlergesetzes er- 
sichtlich einfacher ist, als die erste (13). 

Bei der Anwendung ist eine gewisse Vprsicht erforder- 
lich, wenn man von einem mittels (27) berechneten Nähe- 
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mngewerte vod - za einem entsprechenden KShenmgswerte 
von e seibat übergehen will. 

Gesetzt man habe für — einen zu kleinen Näherungs- 
wert r gefunden, mit einem Fehler, von dem man weiss, dasa 
er kleiner als eine Grösse e ist, so ist: 

(29) r<-^<r + e. 

Dann folgt hieraus umgekehrt für e selbst: 

(30) A-<'<h- 



lässt sich der zugehörige Fehler tj bequem abschätzen? 
Man hat mimittelbar: 

Da der Fehler n unter der Differenz der 

beiden Seiten der Ungleichung (30) liegt, so ist um so mehr: 



(32) "Xi*) 



- , der zweite gleich ^ — 07 ^ ö" • mittiß Dfich (22) jeder 
weitere Näherungswert r zwischen — und — enthalten: die 
rechte Seite von (32) wird daher vergrössert, wenn man den 



*) Entsprechend kommt, wenn e einen tn grossen, s — e einen 

za kleinen N&heniDgawert fflr — dftratellt: n <' ^^. Die ünter- 

BDOhung des Textes gilt ofisnbar allgemein, wenn man ans einem ge- 
fiindeDen Nftherungawert einer GrOsse einen aolahen für den reiiproken 
Vert der Ortose herleiten will. 
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(33) 










Für 


eben 


zu 



( 1 4 — j bei beliebig wsobendem n. 125 
, und abermals, wenn man ihn durch 



,<10s.') ^ 

ZU grossen Näherungswert s von - kehrt 

sich nur die Ungleichung (30) um. Hieraus fliesst die prak- 
tische Begeh 

(34) „Hat man vermöge (27) einen Näherungs- 

wert in Dezimalbruchform für — berechnet, 

e 
der bis auf j> Dezimalstellen genau ist, und 
entwickelt nun das Keziproke dieses Nähe- 
rungswertes wieder in einen Dezimalbruch, 
so hat man damit einen NSbernngswert fSr e 
selbst gewonnen, der sicher bis auf p — 1 De- 
zimalstellen genau ist." 
Das Umgekehrte gilt natürlich beim Uebergange eines 
Näherungswertes von e zu einem solchen für — . 

Die in den Formeln (13), (25) niedergelegten Ergebnisse 
haben gelehrt, dass (l -| Ui, wenn -r— als positive oder 

negative g&nie Zahl unendlich gross wird, gegen ein- und 
denselben Grenzwert e (13) konvergiert. Nunmehr werde 

auch diese Beschränkung aufgehoben, und es möge --r- , zu- 
nächst wiederum positiv, ganz willkürlich über alle Grenzen 
wachsen. 

Man denke sich während dieses Prozesses ü^nd einen Wertco 

von -;— , der nicht serade eine natürliche Zahl ist, heraus- 

Ax' " ^ 

gegriffen; stets ist tt> = -T— zwischen zwei aufeinanderfolgen- 
den Zahlen n und » -(- 1 gelegen. Damit ist: 

*) Die genauere KeobnQog (b. o.) seigt, das* faereita TOn der 
dritten Stelle tod (37) an -^ zwisclien T'/i nnd 7'/> liegt, also in (33) 
der Faktor 10 durch 7,6 ersetzbar ist. 
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also aoch nach den Elementen der Potenzlehre (s. diese 
Sammlung, Bd. 1. § 31): 

<-' hd^)<('+^r<('+r' 

oder, was dasselbe ist; 
,3.,(ll^<(.,i)"<(.,l)-(.,l). 

^+«+1 

Nun konvergieren gemSas (13) für ein beliebig wach- 
sendes natürliches » sowohl [l -{ — j , wie (l -| xt) 

g^en den nämlichen Grenzwert e, anderseits sowt^ 1 H — > 

1 ** 

wie 1 H — - g^n den nämlichen Grenswert 1, miÜiin auch 

n+ 1 

ll H — } für ein beliebig wachsendes (o gegen den Grenz- 
wert e. Ein ganz analoger Schluss gilt, falls oi ^ -j~ negativ 
— — tu', nnd w' beliebig unendlich gross wird, 

„Damit ist erwiesen, dass die Potenz 
(l -| Jji für irgend einen gegebenen poai- 

tiven Wert x, falls Ax positiv oder negativ 
irgendwie gegen Null konvergiert, gegen 
den bestimmten Grenzwert e (13) konvergiert: 

=-2,718281828459... 
Damit ist aber auch, sobald der Grenzwert (I) in (2) sub- 
stituiert wird, der DifTerentialquotient von Igx ermittelt: 

(II) ^-('8^>-i'e»' 



joogle 
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oder auch, da nach den Elementen der Logttritbnieulehre *) 
(b. die Arithmetik dieser SammluDg, Band 1, § 32): 

(36) _ Igölga-l: 

(IIa) -^=-tlg3;) =^-— • 

Iga 

Das liefert auf Grund von § 11 (B) zugleich den Diffe- 
rentialquotitmten der ExponentiaUunktion a': 

(III) g _ (o-)' - a^ . _L ^ „» . 1^ a , 

Ige 

wo das ATgcment x jeden beliebigen, positiven oder nega- 
tiven Wert (inkl 0) annehmen darf. 

Es ist nützlich, das Charakteristische der Ergebnisse (II) 
und (III) zu betonen: 

„Der DiffereatialquotieBt des Logarithmus 
ist, bis auf einen konstanten Faktor, gleich 
dem reziproken Wert des Arguments, und 
der Differentialquotient der Exponential- 
funktion, wiederum bis auf einen konstanten 
Faktor, eben diese Exponentialfunktion 
selbst." 

Die Emführung von Iga statt Ige in (IJa) und (III) bietet 
den Vorteil, dass nunmehr der im DifTerentialquotienten von 

Ig X reap. ai' auftretende Logarithmus stets auf ein und die- 
selbe Basis e bezogen erscheint. Es ist daher nur noch ein 
weiterer Schritt, wenn man überhaupt in der Änalysis den 
Logarithmen diese Basis e als „Normalbasis" zu Qnmde 
legt; diese Logarithmen führen dann den in der Folge noch 
mehr gerechtfertigten Namen der „natürlichen", — mit dem 

abkürzenden Zeichen Ix für lg x — , und entsprechend heisst 
e* die „natürliche" Expooentäalfanktion. 



*) Nach der Definition des natürlichen LogaritlimDa iat a ^^ d 
= e'»", Bomit l-.^{e>^"}=lgo.l^e. 
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Dass diese beiden natürlichen Funktionen Ix, e' in der 

Tbat einfachere Qesetze befolgen, als die »llgemeineren Ig x, 
a'j zeigt schon die für a ^ e eintretende Spezialisierung der 
Formeln (IIa), (III), Denn da c' = e, d. b. ie =- 1, so kommt: 



da: 



am £-«•-«•• 

„Der Bifferentialquotient des natürlichen 
Logarithmus ist genau gleich dem reziproken 
Werte des Arguments, und der Differential- 
quotient der natürlichen Exponent! alfuok- 
tioQ ist genau gleich dieser Exponential- 
funktion selbst". 
Die Wichtigkeit dieser Kesultate wird bald hervortreten. 
Schon jetzt dürfte aber eine analoge Bemerkung am Platze 
sein, wie am Ende von § 10; wenn es sich als möglich er- 
weist, den eingeschlagenen Weg rückwärts zu durchlaufen — 
und das wird eine der Aufgaben der Integralrechnung sein — 
so wird man auch im Stande sein, im Wesentlichen allein 
auf Grund der Formel (11'), eine vollständige Theorie der 
Logarithmen zu entwickeln. 

Vergleicht man hinterher das Resultat (IIa) mit dem ur- 
sprünglichen, zu Beginn dieses Paragraphen gemachten An- 
sätze (1), so ist eine weitere bemerkenswerte Folgerung ge- 
stattet. Denn der dort offen gelassene Grenzwert lim — -j— — 
ist nunmehr mit erledigt; man erhält sofort: '<«=o '^^ 

(IV) Hm -— j — - = la. {a positiv). 

Diese merkwürdige Formel — die in § 3 (47) bereits für ein 
wichtiges Problem der Geometrie, die Quadratur der Hyperbel, 
herangezogen war — zeigt, dass der Begriff des natürlichen 
Logarithmus nicht nur, wie es in der Arithmetik geschieht, 
durch eine Umkehrung der Potenz (genauer gesj^, durch 
die Umkehrung der Exponentialfunktion) gewonnen werden 
kann, sondern auch direkt, vermöge eines Grenzprozesses, 
ans dem Begriff der Exponentialfunktion selbst. 
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Wegen der Wichtigkeit der Zahl e möge noch auf ilire 
nomerisolie Bereohoung nälier eingegfmgeD werden. Es 
]£ommt successive, wenn man die reziprolcen Werte der 
FaknltSten in Dezimalbrüclie, die auf 24 Stellen abgerundet 
1 
2 
setzt und dann addiert, auf Grund von (13): 



21 ■ 
-^--0,166.666.666.666.666.666.666.666.7... 

-^j — 0,041.666.666.666.666.666.666.666.7... 

4r— 0,008.333.333.333.333.333.333.333.3 . . . 
61 

-^i — 0,001.388.888.888.888.888.888.888.9... 
.i- — 0,000.198.412.698.412.698.412.698.4... 
-i — 0,000.024.801.587.301.687.301.687.3... 



-^ — 0,000.000.026.062.108.386.441.718.8 
1 



*) Man entwickelt - — , ^p indem man in den genfigend weit 
fortgesetzten Decimalbmali l^r — . mit M -|- 1 hineindividiert. 

W.Fr.Moyer, DiffecentUlreohnung. 9 r^QQ,,|,, 
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, — 0,000.000.000.011.470.746.597.729.7... 

.i-0,000.000.000.000.764.716.373.182.0... 

- — 0,000.000.000.000.047.794.773.323.9. . . 

, — 0,000.000.000.000.002.811.467.254.3... 

.j-0,000.000.000.000.000.156.192.069.7... 
yj^ - 0,000.000.000.000.000.008.220.635.2 . .. 

, — 0,000.000.000.000.000.000.411.031.8... 

.j - 0,000.000.000.000.000.000.019.572.9. . . 

, - O.OOO.OOO.OOO.OOO.OOC.000.000.889.7... 

^-0,000.000.000.000.000.000.000.038.7... 

-j - 0,000.000.000.000.000.000.000.001.6... 
2^ - 0,000.000.000.000.000.000.000.000.1 

e —2,718281.828.459.046.236.360.287.5... 



Die Zahl e ist damit auf 24 Dezimalstellen genaa 
berechnet; die 25** Stelle ist in Wirklichkeit, wie die 
Mitberüeksiehtigung der folgenden Stellen zeigen würde, um 
eine halbe Einheit EU erniedrigen. Für den praktischen 
Gebrauch kann man leicht die ersten 10 Ziffem im Gedächtnis 
behalten, da auf 2,7 die Ziffem 18 28 18 28 folgen. 

Auf Grund des Fefalergesetces (13) seien noch einige 
Fehlerabscbätzungen vorgenommeQ, und jeweils mit dem 
Werte (37) für e verglichen. 
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k — 3. Bricht man die Beilie (13) beim dritten Gliede 

ab, so erhält man fiir e den Näherungswert Cj — 1 + 1 + ^ 

, _ ; ^ ^ n ooo 

~3! 3 
■Wirklichiieit beträgt er 2,718... — 2,5 = 0,218... 

h — i. «« — 1 + 1+Ji + p — 2,6666... Der Fehler 

ist <4-T'-e- < ^ - 0,06208...; in Wirklichkeit 

41 4 yb 

— 0,05161... 

t-5. «j-l + l + i + |,+ i-2,708333... Der 



i-6. .._l + l+^ + j,+ ji + ^_2,716666.. 

-4320 
liehkeit -0,00161... 



liehkeit 0,0002262.. 



-81 
— 0,000027861... 

J - 9. e, _ 1 + 1 + i +... + 1-2,718281525583... 



liehkeit -0,000000302876... 
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&=w. .^o---r--r2j-r--r9^- 

Der Fehler ist < j^ ' ^ '• "■ < 0,000000027324...: in 
Wirklichkeit — 0,000000027313...*) 

Ntmmehr werde auch die Berechnung für — heran- 
gezogen. Auf Gruod der TaheUe (37) und (27), (28) erhalt 



*^^^ 7°=2i~3! + 4l~5I + "'--~25! + 26!~'^"* 
= 0,367.879.441.171,442.321.59&.523.8...; 

die letzte Stelle ist in Wahrheit um 2 bis 3 Einheiten zu 
erniedrigen. 

Um auch ßr die erforderlichen Fehlerrecbnungen mit 
Hilfe der Formeln (29) bis (34) einige Beispiele durch- 
zuföhreo, beginnen wir gleich mit dem dritten (zu grossen) 
Näherungswerte : 

^^^■\^^l~h'^Tl = 1 = 0,375. Der Fehler e ist 

<^ i. e. < 0,00834: in Wirkhchkeit ist er -= 0.0071... 

0! j 3 1 11 

Ein zu kleiner Näherungswert für — ist also »' = ^ — ii = ö7i- 

1 900 ^ 8 51 30 

Da nun —^ — ^nr = 7,44... ausfällt, mithin bei alleo später 

folgenden, sowohl zu kleinen wie zu grossen Näherungswerten 
r noch kleiner als 7,44 wird, ao lässt sich in Formel (32) 



*) Die mitgeteilten Zahlen laeeen sofort erkennen, dass der theo- 
reÜBolio Fehler — . T" {10) dem wirklichen, Äj (7), verhaltniBmaaBig 
B«ht nahe kommt. In der That lehrt eine gen&aere TTotersnchang, 
duB die Differenz =-; . — ^ R^, indem man sich «of die ersten 



Glieder beachrankt, fär ft < 8, jedenfalls < ^ . wird, 

also nmsomehr <^ ., ., . nnd eret recht < ^ ^ . Die letzteren 
beiden UngleichoDgeD gelten anch noch ffir fc ^ 2. 
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von jetzt ab -r durch den xa groseeo, aber bequenaen Wert 

7,5 = — - ersetzen. 
4 
Für den vodiegenden Fall i ^ 4 wird e, als reziproker 

Wert von -, näherangsweise =^ = 2,666... Der Fehler 
ist, nach (""' ' ^ -, = ■ - - « »^n-. 
er 0,0516 

<—. i.e. < 0,0014: in Wirklichkeit =0,00122... Für e 

1 30 

als reziproken Wert von - käme e — ^v — 2,7273...; Fehler 

1 "^ e 11 

< gi . 7,5 i e. < 0,0105: in Wirklidikeit = 0,0090... 



Fehler < i 


i. e. < 0,0002: 


in Wirklichieit - 


-0,00017... 


Hieraus: 
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-2,716981...; 


Fehle, <i. 7,5 L. 


!. < 0,0015: 


in Wirkliohlteit - 0,00130... 
'• e 21 31 


4! 5! 61 


1 103 

7! ~ 280 


-0,367867.. 


.; Fehler <i 


i. e. < 0,000025.. 


.: in Wirk- 


lichkeit - 0,000022... Hieraus; 





c = ?g^2,718446...; Fehler <^-7,5 i.e. <0,00019! 
in Wirklichkeit =0,000164... 

Fehler <i i.e. <0,000003: in Wirklichkeit -0,0000026... 

e_|^-2,7182636...;Fehler<i.7,5i.e.<0,000023...: 
in Wirklichkeit - 0,000018... 
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' ' +i_i_lMZ_o 36787919 . 

•■•+81 9! 45360-"'"™™"-' 

^T^..c.^y,uwvyw^...: in Wirklichkeit— 0,00000025 . . . 

'-iIm-^'"«^«"-' ''»"» <wr'fi '•«• 

< 0,00000225: in Wirklichkeit =0,0000019... 

,^ 1 1_1, _i_L_L 49443 

" e ^ 21 3! ■•■ ■ ■ • 9! ■*" 10! ■" 134400 

— 3,367879464...; Fehler < yj^ i. e. < 0,000000025: in 
Wirklichkeit 0,000000023... 

« = ^^S7T?- 2,718281657...; Fehler < A . 7 5 i.e. 
4tJ44o 11 1 

< 0,0000001875: in Wirklichkeit =0,000000171... 

Zum Schlüsse werde darauf hingewieseD, wie die Fnt- 
wickeluDgen dieses Paragraphen bei geeigneter Abfinderung 
eine Verallgemeinerung zulassen, die die in § 8 gestellte 
Aufgabe für die £bcponeatialfunktioa bis zu einem gewissen 
Grade zu lösen gestattet 

£b bedeute x eine positive, im übrigen beliebige Zahl- 

grösse, so kann man die Entwickelungen (3a), (7) f^ (l-| — ) 
ohne weiteres auf die von ll -{ — | öbertragen: 
(3.-) (l+l)- 

+ f! (i_*)(i_^i)+ 1, 

^cs+i)(i+2)r »/\ » r \' 

wo das Aggregat der ersten Ä Glieder wieder mit st, der 
Best mit ^1 liezeicliDet sei. Für die eckige Klammer [ ] gilt, 
analog zu (8), (8a), (8b): 

c«T[]<>+^i+fe)"+^-+(^r<-v- 

*+i 
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sobald k+ 1 den Wert vod x äbereohrittea hat, und dsmil^ 
analog zu (10): 

(10') Ü*<^ ^, {h+l>x). 



-h\ 



k + l 



DaraoB folgert maD, dass Si bei wachaendem Je nntec 
jede Grenze Binkt. Denn sei k^ der erste Wert vm k, so, 

dass ki + 1 y- X, 80 kann man den Faktor ^-j f&r jeden 
Wert i > Ai in der Form schrräben: 

rqHl ^ _ /^ ^ f ^ ^ ^ f 

^"^ kl \1 ' 2' 3 "■■ A,/ Äi + l'ü^+2 ■■' ife' 



und um so mehr: 

w *< © • (^rfi)'""- -V (*■+'>-• ''^*'>- 

*,+ ! 

Hier siad rechts der erste und der dritte Faktor för 
jeden gegebenen Wert von x bestimmte Grössen, während 
der zweite Faktor ftir irgend ein beliebig wachsendes k nach 
§ If ^ gegen Null konvergiert. 

Andererseits resultiert für sj,, in Analogie zu (12), ohne 
weiteres die obere Grenze Ski 

(120 ^=l+^ + S + ?, 



^31"^ "* "^(ifc — 1)!' 

und wie in (15) lässt sich si genauer zwischen den beiden 
Grenzen einschliessen : 

/ k — 2\*— 3 
(löO ei{l ~j < s* < e», 

u.,r,i,z<,d ../Google 
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WO eich för den Unterschied et beider Grenzen, analog m 
(19), ei^ebt: 

(19-) et < et t_?)*. <(t - 2)» < «, ft + 1 > ir>. 

Hier ist noch rechts der Faktor et selbst dnrch eine 
feste obere Grenze ersetzbar; denn wendet man die ün- 
gleidiong (40) auf den Fall k ^k^ tai, bo kommt: 

R ,»* ' 



Botoit, als VeraUgemeinerung von (5 b); 

(BbT eiKe^ + p ?— ^(*, + 1 > «, J > y, 

*,+ ! 
woduroh (190 ^i^ Gestalt annimmt: 

(19") 'f -^ 



1 1 (fc - 2)' 

^ 4, + iJ 



<(* — 2)» <», *! + 1 >a:, *>*,), 

woraus hervorgeht, daes e* bei beliebig wachsendem n, &a 
irgend einen fest gedachten Wert von k (> £,) g^en Nall 
konver^ert. 

Da sich weiterhin die früheren Entwickelungen für den 
Fall, dass n nicht blose als natürliche Zahl, sondern irgend- 
wie, positiv oder n^atiy, unendlich wird, fast wörtlich auf 

den vorli^enden Fall (l -| — } übertn^n, so hat man als 

Verallgemeinenmg von (I) den Satz: 

„Versteht man anter x einen beliebigen, 
positiven oder negativen "Wert, so gilt, wenn 
« irgendwie unendlich gross wird, die Ent- 
wickelung: 
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bricht man bei positivem x hinter dem k*^ 
Gliede ab — wo k bereits so gross gewählt 
eei, dass h+l'^x iBt — so ist der entstehende 

Fehler sicher kleiner als t-, . ißt 

A! _ X 

dagegen x negativ, = — f, so läeat sich diese 
Fehlerregel noch verschärfen: die Entwicke- 
lnng (V) ist von einem k,^" Gliede an, sobald 
ft^ -|- 1 > I, alternierend, und bricht man 
wiederum hinter einem Ä*^" Gliede ab (ft > k^), 
so ist der Fehler, absolut genommen, kleiner 
als der absolute Wert des nächstfolgenden 

_ Glied.., i.e.<g... 

Nun ist die linke Seite von (V) einer einfachen Um- 
gestaltung fäig; für — =•—, also n^-xy wird nämlich: 

Läset man hier, bei einem beliebig gegebenen Werte 
von X, die Grösse n, und damit zugleich die Grösse y 
irgendwie unendlich gross werden, so konvergiert nach (I) 

(l H — ) gegen e, mithin ist nach den Prinzipien der Poteuz- 

/ xY 

lehre: lim \\ -\ — I =^ und {V) wird zu: 

(V.) «■-l + S + ll+-+5Sj!+-- 
nnd, da 6*+* = e* e*, so ergiebt sich als Analogen zu der 
binomischen Entwickelnng (III) (§ 7) einer ganzen Funktion 
□ach steigenden Potenzen von h: 

(Vb)^+'-«-+^.A + ^.*! + ... + ^.^-^ + ,.„ 

d. i. eine beliebig weit fortsetzbare Entwickelung, deren 
Fehler beim Abbrechen hinter einem k^^ Gliede anmittelbar 
aus dem in (V) angegebenen, durch Multiplikation mit «^entsteht. 
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Aus (Va) und (Vb) lassen sich sofort die mitsprechenden 
Ehitwickelungen fiir eine beliebige ExponentiaifoDkdon o'(o > 0) 
herleiten. Denn da, nach der DefinitJon eines natürlitiien 
Ixigaritbnius (p. 127, Anmerkung *), eine beliebige positive 
Grösse b in der Form e"* geschrieben werden ktuin, eo 
kommt fär 6 = 0*: 

(42) a'^^f'^'^^", 

mithin durch Einsetzung von xla an Stelle von x in (Va): 

^r ^ ■•■+ p^Ti)! ('»)■"'+■■ ■ 

(VIb)»H.=»+^^+^*!M+...+».^,(!a)'-.+..., 

Entwickelungen, deren Fehlerregeb sich aus den fflr (Va), 
(Vb) geltenden ei^ben, wenn man das dortige Ai^ument x 
resp. Ä mit dem Faktor la versieht. 

Auf Qrund der Formel (Via) sind wir im stände, die 
schon am Ende von § 2 behaadelte Äbinessmig der Stetig- 
keit der Exponentialfunktion o" übersichtlicher auszufiiliren, 
zugleich aber auch die entsprechende Abmessung für die 
Umkebmng, den Logarithmus. 

Nach (1) war für y = a^ die BiEFerenz: 

(1) Jy = o«+Ji — a^=a"^(a'*^ — 1). 

Sei zunächst entweder a > 1 , Ax positiv, oder a zwischen 
U und 1, Ax negativ, also beidemal Axla positiv, und z'wax 
bereits < 2 voraussetzt, eo liefert (Via) bei Anwendung des 
Fehlei^setzes für 1c =\, also A + 1 -= 2: 

Soll also Ay (1) unter eine beliebig klein vorgegebene 

(positive) Grenze ij sinken, d. h, ö'*' — ■'■ "^^ werden, so hat 
man nur Ax so zu wählen, dass: "^ 
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ZD wählen, womit die Bedingung Jxla < 2 von selbst erffillt 
iet, da Axla ac^ar kleiner als 1 wird. 

Ist dagegen a bei positivem Ax zwischen und 1 ge- 
l^n, oder aber a bei negativem Ax grösser als 1, somit 
in beiden Fällen Jxla, wie Ay, n^ativ, so ist (Via) för ein 
n^tives Argument heranzuziehen; also w^le man, indem 
die I^twickelung för aF hinter dem zweiten Gliede ab- 
gebrochen wird: 

(45) \Axla\<^ {\Axla\£2), 

nm — Ay < 1} zn machen; sobald ~ < 1*), ist die Bedingung 
\Axla\ < 1 von selbst erfüllt. **' 

Aehnlich läest sich die Stetigkeit des Logarithmus 

x= Igy verfolgen. Sei zunächst Ay positiv, also auch Axla. 
Da, wie unmittelbar ersichtlich, aus (Via) folgt: 

(46) a^'- l> Axla {Axla ^ 2) , 

so ergiebt eich nmgekehtt, wenn man noch beiderseits mit 
cfi^-y multipliziert: 

(47) Axla<^ {AxlaK'i). 

Soll also Ay eo klein gewählt werden, dass \Ax\ unter 
eine vorg^ebene (positive) Grenze e sinkt, so hat man nur: 

(48) j^^^' '■^' ^y<^J'H 

anzunehmen; sobald ausserdem £|/fl| ^ 2, ist die Bedingung 
Axla < 2 von selbst erfflilt. 

Etwas schwieriger ist der zweite Haaptfall: äy und 
damit Axla negativ. Für |J:r2a| ^ 2 nehmen die Glieder 



*) Da J y negativ ist nnd a' nicht negAtir werden kftun (tmd für 



lima;^ — oo gegen Nnll koovei^ert), ao hatte die Annshme 
Ewitohea 1 und 3 keinen Sinn. 
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der alterDierenden Entwickelung (Via) vom zweiten Gliede 
an Bnccessive ab, es ist somit: 

(49) l—a'"'>\Axla\~^(4xlay (\Jxla\£2). 

Um die rechte Seite von (49) zu vereinfachen, bemerke 
man, dase: 

(50) \Axla\ — hjxla)' = 

da hier der Klammerfaktor 1 — |Ja;{a|, sobald |J^Za| ^ 1, 
nicht negativ sein kann, so ^t: 

(51) \Axla\ — ^(,Axlay^^\Jxla\ (\Axla\£l), 

und die Ungleichung (49) läset sich für die engere Bedingung 
JJrcJaj < 1 ersetzen durch die einfachere: 

(52) 1 _ «i» > 1 \Axla\ , {\Axla\ £ 1> . 

Mnltipliziert man hier noch beiderseits mit der stets 
positiven Grösse y — o", so entsteht wegen — Ay = {l —a^')jfi 

(53) \Ay\>~y\Axla\, \Axla\<l, 
oder umgekehrt: 

Soll nunmehr \Ax\ unter eine voi^gebene Grenze e 
sinken, so hat man nur: 

(55) \Aif\<ye\la\, \Axla\^l 

zu wfihlen; die Bedingung |Ja;ia| < 1 wird von selbst erföUt, 
sobald: 

angenommen wird; denn dann folgt ans (55): 



J.,:,l,z<»i.:,.,CüÜ^lL' 
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Das Fehlergesetz von (Via) genügt aber aacli, um 
wiederum die Abnahme des UnterRchiedes zwischen Diffe- 
TenzenqaotieDt und Ableitung, Bowohl für die E^ponentdal- 
fiinktioD, wie iur den LogaritlunuB, meesead zu verfolgen. 

Für y = a» ist, nach (1) und (TU): 4^ = o" ■ ** j~ ^ . 

y' ^aHa, somit, auf Grund von (Via): 

Für den ersten Hauptfall; Axla und damit auch Jy 
positiv, ei^ebt eich bei Auwendung des Feblei^setzes i&r 
ft = 2: 

^^^' Ux ^\^\Ax\ 2 _ _„.„ 

Soll hier die rechte Seite, und damit auch die linke, 
anter eine vorg^ebene (positive) Grenze ij heruntei^edrückt 
werden, so kommt: 



(59) Axla< s-, {Ja:Zö<3). 

Nimmt man bereite ^<3|2a| an, so wird die rechte 

Seite von (59) bei Ersetzung von - 
wählt man demnach: " 

(60) M'^KiEf.?' i<|«"'«' 

80 ist die Bedingung Axla < 3 erfüllt, und es wird: 



Du,i,z.dbvGoogIe 
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Für den zweiten Hsuptfall; Jt/, also auch ^xla aßg^üVf 
kommt: 

(61) g_«.i„j<|4^|^, \Ma]<3; 

Boll also die linke Seite von (61) kleiner als tj werden, so 
wähle man: 

dann ist von selbst |J:r2a{ < 3. a 

Die Dämliche Aufgabe soll sudi für x = Igjr behandelt 

werden; da nach (IIa) x' — —j-t soll alflo für ein geeignet 
zu wählendes |Jy|: ^ 

(63) |^_ 'j_|4»_j,i„|^_<e 

gemacht werden. 

Im ersten H&aptfall: dy nnd damit ilxla pUBitiv, wird 
nach (68) für *-2i 

^ ' \Jx I 2 3 — Jfliia' 

Setzt man weiter Axla beruts < 1 voraus, so wird der 
Nenner rechter Hand bei Ersetnmg von dxla durch 1 ver- 
kleinert, es ist also um so mehr: 

(65) |^-a'iJ<|i/|^a:|(Za)', Axla<:l. 

Unter der Bedingung Axla < 1 ist aber such sidi^r 
nadi (47): 

(66) S>^l'"l' 

somit läset sich mit Hilfe von (65) und (66) aus (64) folgern, 
dass: 

(67) |^_,,J-l,<|j,,„<|M»l 
lAx * I \Am 4 4 y 



.;üü^Il' 
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wird, miäiin wird die Forderung (63) jedenfalls befriedigt 
durch; 

(68) Jy<Uy'\la\, s<j-^,; 



"<2, 

80 iBt dunit der Bedingung dxla < 1 vod selbst genügt. 

Wir kommen zum zweiten Hauptf&U: Ajf, und damit 
dxla n^ativ. 

Indem man wieder an (63) anknüpft, berücksichtige man, 
dass nach (61): 

(69, |g_„„j<,l^f«, l^.tolO, 

es wird also unter der Bedingung [Ja:Ia|<l die Forde- 
rung (63) erfüllt werden durch: 

(71) \Axla\ <€!/\la\, 
oda- auch mit Rücksicht auf (70): 

(72) ^<ey\la\ i.e. \Jy\ <^sp' \la\, s£^. 

umgekehrt folgt- aus (72) unmittelbar ^-^K^, i. e. 
1 ^ e~\'*'"'\ <^, i.e. e\^"'\<2, also \Axla\<l. 

Wendet man die vorstehenden Entwickelungen über 

y — o* und X =- Igy auf alle Werte eines beliebigen Int«"- 
Yalles (a ... ß) von x an und berücksichtigt, dass von allen 
Werten a', falls a > 1, a" der kleinste, afi der grösste; falls 
aber a zwischen und 1, a" der grösste, a^ der kleinste 
Wert ist, so ergiebt sich, wenn man in den Formeln (44, 
45, 48, 55, 60, 62, 68, 72) a' durch a" resp. aß ersetzt: 

„Wenn das Argument der Exponential- 
funktion resp. des Logarithmus ein beliebi- 
ges (scim zweiten Falle positives) Intervall durcb- 
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läuft, 80 UsBt sich die absolute Differenz 
des ArguiDeotB so klein (und zwar konstant) 
wählen, dass die absolute Differenz der 
Funktion innerhalb des ganzen Intervalles 
unter einer und derselben vorgegebenen, 
beliebig kleinen Grösse r] bleibt. Dasselbe 
gilt von dem absoluten UnterBchiede zwischen 
Differenzenquotient und Differentialquotient 
der Funktion." 



§ 13. Allgemeine Gesetze ttber die Bildung von Diffe- 
rentialqnotienten znaammengesetzter Ansdrfteke. 

Im vorhergehenden (§§ 8 bis 12) sind die einfachsten Aus- 
drücke oder Funktionen von x hinsichtlich der Herstellung 
des Differentialquotienten untersucht worden. Diese Funk- 
tionen verteilen sich, wenn man auf Grund der Eegel § 10 (B) 
je eine Funktion und ihre Umkehrung ein- und derselben 
Klasse zuweist, auf nur drei Klassen: 
a) die Potenzen, 
, b) die trigonometrischen Funktionen nebat ihren Um- 
kehruDgen, den cyklometrischen Funktionen, 
c) die logarithmische Funktion, nebst ihrer Um- 
kebrung, der ExponentialfunktioD. 
Es wird sich nunmehr darum handeln, dies geringfögige 
Material dadurch auszuwerten, dass man Ausdrücke in Be- 
tracht zieht, die aus jenen „Elementarfunktionen" durch 
bekannte mathematische Operationen erwachsen. 

Ein erster, bereits sehr weitgehender Schritt in dieser 
Richtung war in § 11 (I) gemacht vermöge der „Regel der 
Funktionen von Funktionen", die der Vollständigkeit 
halber nochmals aufgezählt sei: 

(I) „Ist y eine Funktion von m, « eine Funk- 

tion von X, also damit auch y eine Funktion 
von X, so ist: 

dy _dy du" 
dx du dx 

Es ist zweckmässig, dieser Regel noch eine andere Ge- 
stalt zu verleihen, die sie besonders für geometrische An- 
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Wendungen geeigneter eracheinen lässt. Ist y eine FiinktiOQ 
von u, u eine Funktion von x, so ist x die inverse Funktion 

"von u, und ds nach der UmketirungBregel § 10 (B) -=- = -^ , so 



schreibt sich (I) aach e 


lO- 




dy 




dy du 


(I") 


dx~ dx 



(I') „Ist eine funktionale Abhängigkeit zwischen 

zwei veränderlichen Grössen^ und x dadurch 
festgelegt, dass y und x als Funktionen einer 
dritten veränderlichen Grösse u gegeben sind, 

so ist der Bifferentialqnotient ~ gleich dem 

Bruche, dessen Zähler der Differentialquo- 

tient -^, dessen Nenner der Differential- 

quotient -3- ist. Hierbei sind wieder die 

Werte vou u auszusckliessen, fär die der 

dx 
Neuner -=- verschwindet." 
du 
Eine derartige Grösse u heisst ein „Parameter"; in 
der Geometrie ist es oft ein Hilfswinkel, in der MechaDtk 
die Zeit Als Beispiel diene der Fall der Ellipse (§ 5 (23)), 
wo u die excentrisohe Anomalie ist: 

(1) ^c — a cos«, y — bsinu, 

,,. Ay 6 cos« h 

(2) 3^ = r— = cotg«. 

dx — a sm u a ° 

Die Form (I) hat indessen den Vorzug, sich unmittel' 
bar ausdehnen zu lassen auf mehrere Zwischenvariable; ist 
z. B. y Funktion von tt, u von v, v von 2:, so ist nach (I) 
dy dy du da du dv ... 



dx" du^ dx' dx™ dv' dx* 




IU\ dfdy du 
<'"' dx-du dv 


dv 

' dx- 







_ ,-™:,GoogIe 
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und, allgemein, wie man durch vollständige Induktion sofort 
erkennt: 

(Ib) „Sind zwischen der unabhängigen Yariabeln 

X und der abhängigen y eine Reihe von 
Zwiacheuvariabelu %, u,, ..., Uk eingeschaltet, 
so ist: 

dy dy du^ du, du^—i du» „ 
dx dui du, dut ' ' ' dun dx ' 

Nunmehr m^;en auf zwei Funktionen f(x) und g{x), 
deren DifferentialquotäeDten f =f'{x), g' •=g'{x) als belünnt 
voran^esetzt werden, die Operationen der vier Spezies an- 
gewandt werden, d. h. es sollen die DifTerenti^quotieDten 
ihrer Summe, ihrer Differenz, ihres Produktes und ihres 
Quotienten durch f, g, f und g' ausgedrßckt werden. Die 
Summe und Differenz von f{x) imd g{x), zusammengefässt in 
f{x):i^g{x) erledigt sich in einer Zeile. Man hat für den 
Differenzenquotienten (§ 8 (IV)): 

^ ifi^) ± gM> ^ f(x + Jx)±g(x + Jx)- if(x) + g{x)} 
Ax Ax 

(3) 



also durch Grenzfibeigang für lim Ax =• 0: 

(4) tfw± »(«)>■ -rw +!»■(*), 

oder, &Ue man den selbstrerständliohen Buchstaben x der 
K&rze halber unterdrückt: 

(na) if+sY-r + g'-- 

„Die Summe reep, Differenz zweier Funk- 
tionen von X hat zum Differentialquotienten 
die Summe resp. Differenz der einzelnen 
Difierentialquotienten." 
Man kann sich hier wieder genauere ßechensobaft 
davon ablegen, in welcher Weise sich der in (IIa) als aus- 
geführt betrachtete Differentialquotient von dem zugehörigen 
Differenzenquotienten (3) unterscheidet. 
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Es BfiieB die Uaterechiede der Differenzenquotienten von 
f resp. g g^enüber deren AbleitimgeD mit e/ resp. tg be- 
zeichnet: 

<■*> ni-f-'" £-!>-'■■ 

Dann nimmt (3) die Gestalt &n: 
oder, was dasselbe ist: 

p) ^-<r-±rt-./±v 

Gemäss der De&iittOQ des Difierentialqnotienten (§ 8 (V)) 
lässt sich der absolut« Wert von Ax so klein wählen, oass 
die absolaten Worte der linken Seiten von (5), d, h. von tf 
und e^ unter einer beliebig kleinen, (positiven) vorg^ebenen 
Grösse e liegen. Dann liegt aber der abBolate Wert der linken 
Seite von (7) jedenialls unter der Grosse 2e; soll also jener 
Wert kleiner als eine vorgegebene (positive) Grösse i; aus- 
fallen, so hat man nur e < ^ i; zu wählen. 

Die Formel (IIa) bietet einen bemerkenswerten Spezial- 
fall, wenn eine der beiden Grössen f, g, z. B. g überhaupt 
nicht von x abhängt, oder, wie man sagt, eine „Konstante", 
d. L ün jjionstanter"*) positiver oder negativer Wert c 
ist; dann ffiUt 

g(x) = g(x-i-Ax) = c 
bereite in (3) ganz heraus, und es kommt unmittelbar: 

(8) tf+oy-f- 

Eb empfiehlt sich jedoch, diesen Spezialfall der Regel (IIa) 
dadurch unterzuordnen, dass man — in Übereinstimmung 
mit einer irüheren Ersobeinung (§ 6 HI) — festsetzt: 
(9) »Der Differentialquotient nach x einer 

bezüglich X konstanten Grösse ist Null." 

*) Damit igt jedocH nnr ansgedraokt, daas g „in Bezog Kof die 
Tarisble x" komtant igt, im Übrigen kann g seKc wohl noch, von 
andren Tariabeln abhängen, vgl. die Ämnarknng *) anf p. 61. 
10» 
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Dieser EUltäsatz — dessen Bedeutung erst bei seiner 
Umkehnutg hervortreten wird, die dann eine der Grund- 
agen der Integralrechnung bildet — läeat sich leicht auch 
direkt begri£Bidi deuten. Penn der Differenzenquodent von c 
hat den Wert Null, gleichgültig wie klein man den Nenner dx 
wählen mag, mithin auch der Differentitdquotient. i 

Es konunt jetzt das Produkt fg zweier Funktionen 
f{x), g{x) an die Reihe. Der Differenzenqnottent wird zu- 
nächst: 

nm J ifg) fix + dx)g{x + Ax) - f(x)g{x) 

'^"' Ax ~ Ax 

Um hier die Bednktion anf die einzelnen Differenzen- 
quotienten von /, g auszuführen, wird man sich, da der 
Nenner stets der nämliche, Ax, ist, auf die Zähler beschränken 
können. Soll nun das zweite Glied des Zählers in (10), 
— f{x)g{x), zusammen mit einem noch anbekannten einzn- 
scluebenden Gliede, auf den Zähler des DifTerenzenquotienten, 
etwa von g{x), zurückkommen, so wird dieses unbekannte 
Glied ebensowohl den Faktor g{x + Ax), wie den Faktor f{x) 
enthalten, also das Produkt ~{-f(x)g(x~\-Jx) sein müssen. 
Da sich, aber bei dieser Einschiebung nur die Form, nicht 
aber der Wert des Zählers von (10) ändern darf, so ist das 
nämliche Hil&glied noch einnuil, mit entg^engesetztem Vor- 
zeichen einzuschalten, wodurch (10) übergeht in: 

A(tg) ^ ßx+Jx)g(x+Ax)-f(x)g{x+Ax)+f{x)g{x+Ax)-f(x)g(x) 

{10') "=,(.+J.)^^±^^Ä+fl.)"?^±^=^* 

Man ersieht daraus, dass mit der vo^nommenen Um- 
änderung zugleich das zweite Ziel erreicht ist, dem ursprüi^ 
liehen ersten Gliede des Zählers von (10) ein Hil&glied 
derart binzuzufSgen, dass die Vereinigung beider gestattet, 
den Zähler des Differenzenquotienten von f{x) einzuführen. 
Geht man in (10') zur Grenze iur lim Jx -= über, so kon- 
vergieren die Differenzenqnotienten von /, g g^n die bez. Ab- 
leitungen, g{x-^Ax) g^n g{x), und es ergiebt sich: 
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(11) <fl«)9W>' -nx)g-{x) + gia^ri"), 
oder wiedöTam künsei: 

(IIb) m~f9'+sf- 

„Der DiffereDtialqnotient eines Produktes 
EWflier Funktionen von x wird ausgeführt, 
indem man jede der beiden Funktionen mit 
dem Differential qootienten der andern mul- 
tipliziert, und die Summe beider Produkte 
bildet.« 
Da der zur Herleitung von (IIb) eingeBchlagene W^ 
inuneriiin an einer gewissen Künstücbkeit leidet, so möge 
noch ein zweites, natürlicher ersoheiuendes Verehren dar- 
gel^ werden, das überhanpt bei derartigen Fragen von 
Nutzen ist. 

Der au^sprochenen Absicht gemSss sollen im Zahler 
von (10) die Zähler der einzelnen Differenzenquotienten von 

m, m- 

(12) Af-f(x + Jx)-f(x), ilg - gtx + Jx) - g{x) 
eingeführt werden. Umgekehrt ist also: 

(13) f{x + Ax)=^f+Af, g(x + Ax).^g + Ag, 

und durch Einsetzung dieser Werte von f(x ■+■ Jx), g(x -\- Ax) 
in (10) kommt direkt: 



„l)^(fa),, y+^flto + ^g)-/'!> fAg+gAf+AfAg 

^ Ax Ax Ax 

woraus för limJ;X = 0, und damit auch \imAg-=Q die 
Formel (IIb) hervoi^eht. 

um diesen Crrenzprozess wieder genauer zu verfolgen, 
führe man in der rechten Seite von (14) die durch (5) 
erklärten Grössen e/, ^ ein, so wird: 

("' ^'-/'(5' + «,) + !J(r + «/) + (f + «/)^9, 
oder es wird die zu untersuchende Differenz: 

(16) 4M-^fg-+gf')^fs^ + g,^ + {f + e/iAg. 
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Man kftDD den absoluten Wert von Ax bo klein wfiblen, 
dasa die drei Grössen e,, e/, Ag, absolut genommen, tmter 
einer und derselben, beliebig klein vorg^ebenen (positiven) 
Grösse e bleiben, die bereits < 1 angenommen sei: dann ist 
der absolute Wert der linken Seite von (16) eicber kleiner, 
^ ^(1/1 + kl + 1/^1 + ^)' ^"U ^ '^^ kleiner aas&llen, als 
eine beliebig gewählte (positive) Grösse »?, so wird das jeden- 

fidls erreicht, wenn man e < ,,, , , .j,, , ■ , macht. 
|/| + |?| + lA I + 1 
Bemerkenswert ist wiederum der besondere Fall, dass 
eine der beiden Funktionen f, g, etwa g, eine von x nn- 
abhännge Grösse c ist, dann liefert der Ansatz (10) an- 
mittelbar: 

(17) m-'f- • 

Andererseits geht auch (1?) verm^ des Hilfssatzes (9) 
direkt ans (Hb) hervor. 

Kombiniert man den Spezialfall (17) mit (IIa), nnd nennt 
ein A^T^at von der Form c^/, +<^^+... + c»/«, wo 
die / Funktionen von x, die c von x unabhängig sind, eine 
„lineare Kombination" der Punktäonen f^, /,, . . ., f^, 
so ei^ebt sich sofort: 

(18) n^^i- Differentialqnotieat eioer linearen 

Kombination von Funktionen f^^, tt,...f» von 
X ist: 

{Clfl +«./•.+ ."+ CnfnY - C, A' + C,U+...+ Cnfn." 

Sind hier noch spesieller die f Potenzen von x mit 
natOrliohem I^zponenten, so kommt man auf die am Ende 
von § 8 aufstellte Formel für die Ableitung einer ganzen 
Funktion von x zurück. 

Andererseits läset sich das allgemeine Gesetz (üb) ohne 
Schwierigkeit auf mehr als zwei Funktionen von x, die 
wiederum mit f^, f^, . ■ ■, /ii bezeidmet seien, ausdehnen. Für 
n — 3 liefert die zweimalige Annfendung von (IIb): 

(19) {f,f,f>Y - atJiiny - iwf,- + /■.(/>/>)■ 

-Af^,'+fxf,f,'+f,!,ft'- 
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Für rt = 4 kommt analog: 

m(fMM--((fJ,f,)f,Y-ifM,)f,'+fMM,Y 

-UfM,' + fM,'fi+f,U't,U 

Hierane erscUiesst man aof dem W^;e der voUatÖndigeii 
Induktioo, das8 al^mein: 

(2i)(/',/,-/«0'-/A-/^,/.+AA-C/.+ - 

Denn gesetzt, das Gesetz (21) sei bis zu einem gewissen 
Wert w richtig, so liefert für den nächstfolgenden Fall « + 1 
die nrsprüDgliche Kegel (Hb): 

Setzt man hier rechter Hand für {ftf, ... /„)' seinen 
Wert ans (21) ein, so ist damit die Rioht^keit von (21) fOr 
» + 1 enriesen; fär « = 2, 3, 4 war aber der Beweis schon 
im einzelnen geführt. Es gilt demnach: 
(IIb') w^er Differentialquotient eines Produktes 

von Funktionen von x wird ausgeführt, in- 
dem mau den Differentialquotienten jeder 
einzelnen der Funktionen mit dem Produkte 
aller andern Funktionen multipliziert, and 
dann die Summe aller so entstehenden Pro- 
dukte bildet {„ProduJclregel")." 
Fallen hier speziell alle Funktionen in eine einzige 
f = /(^) znsauuuen, so folgt aus (21) sofort: 
(23) (/■■)■_«/■—/•. 

Das nämliche hStte eich auch auf Gnmd äet Bc^ (I) 
der Funktionen von Funktionen ergeben, denn fnr; 



j.u,i,zt!dbvGoogIe 





9-{M}'-f 


wird: 




(24) 


g = |-| = »^- 



^ ' Ax äx\3{x-\-Ax) g{x)\ 
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Es erübrigt noch der Fall der Tierten Spezies, der 

Divieion, vou der einzelne Beispiele [igx, cotgä:, — ] Bohon 

§§ 9, 11 vorkamen; die Behandinng des allgemeinen Falles 

■W = — weicht nur wenie davon ab. Eb wird: 
9(x) g * 

1 i f(x + jx) 

dx\g(x + Ax) 

1 f{x + Ax)g{x) — g(x + dx)t{x) 

g{x-'tAx)g{x) Ax 

Fuhrt man hier vieder vermöge (13) Af and Ag ein, 
80 kommt: 

aL 
(261 g . ' , (f+'ing — (s + ^<f)f 

9(i7 + ^9) " Ax ' Ax]' 
und der Oieiizfib«i^ai)g ffir lim Ax = Oj also auch Um Ag = 
liefert: 

„Der Differentialqnotient eines Brnches 
■—- wird ansiEeffihrt. indem man das Produkt 

aus Nenner and Diffeientialquotient des 
Zählers vermindert um das Produkt aus 
Zähler und Differentialquotient des Nenners, 
und die so gebildete Differenz durch das 
Quadrat des Nenners dividiert. Hierbei sind 
wieder solche Werte von x auszusohliessen, 
für die der Nenner verschwindet {„Quotienten- 
regel'^." 
Das Gesetz (IIc) lässt sidi aber auch direkt aus (üb) 

herldten, wenn man sich des eingehen, aber fruchtbaren 

Prinzips bedient: 
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„Zwei übereinstimmeDde Funktionen von ar 
besitzen ftueb zwei übereinetiinmeDde Dif- 
ferentialqnotieDten." 
Setzt man nämlich: 

OT ;,-£, i.e. /■-»?, 

80 sind f nnd gy zwei übereinstimmende Funktionen, und 
es ^t somit, auf Grund von (üb): 

(28) t'^gy+yg, 

oder, natdi y' aufgelöst, and nadi Wiedereinsetzung des Wertes 
^ für «: 

^ ' ^ 9 9 9* 

- BesondeTB häufig ist der Spezialfall, dass der Zähler fyoa 
^ eine von x unabhängige Grösse c, oder auch gleich der 
Einheit selbst ist, dann kommt sofort: 

\gl 9' \g/ 9 

Ein in § 9 direkt behandeltes Beispiel für (II c) war 
f{x)='äax, g(x)^oosx: danadif 9 (I),(Il)f'{x)—coaai,g'{x) 
= — sin a;, so wird gf — fg' = cos* x + sin* x=l, mithin, 

in. TThp rp JnHt.i mm 11 ng mi t. S 9 (HI): 



,. . , /sin x\' 
Ganz analog erledigt sioh cotg^c- 



sma: 

Wendet man (Uo') &<afg(x) = af an (wo n eine natürliche 
Zahl), so hat man ohne weiteres: 



&)■■ 



übeieinstimmeDd mit § 11 (4). 



joogle 
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Etwaa schwieriger gestaltet sieh die theoretische Unter- 
suchung, in welcher Art sich der GrenzObeigang vou (26) 
zu (II c) vollzieht. ^f 

Indem man wieder die Grössen (5): e/= -r— — f, 

Aq ^ ' ^ Ax ' ' 

Sg = -~ — g' in die rechte Seite von (26) einfuhrt, entsteht 

zunächst: 

(301 -^ g(r + £/)— Ag' + Eg) _ 9f~f9' , 9^/ — f^i 
^ ' Ax" 9lff + Ag) 9{9 + Ag)'^gig + Agy 

Um hier das erste Glied rechter Hand in zwei Teile 

zu zerl^n, deren einer die rechte Seite von (IIc), ~ — ^-^ 

1 ^ 1 

ist, vergleiche man den Bruch - — —r~ mit dem Bmche — , 

^ . 9 + 'ig 9 

indem man die Differenz bildet: 

(31) 1 \ ^9 . 

9 g + Ag 9{g + Ag)' 

somit lässt sich das erste Glied der rechten Seite von (30) 
in die Gestalt setzen: 

(32) g/" — /"g' . 1 _ 9f'~f9' M9f'—f9') 

9 9 + ^9 g' g'lg + 'Jg) ' 

und damit liefert (30), falls man noch auf gemönsamen 
Nenner bringt, als Ansdrnck f5r die Differenz von Differenzen-r 

und Differentialqnotient von — : 

m\ Ä _ i€\ -^gj/g' — 9f') + 9{9ef — Ug) 
^'*''' Ax y ° g^g + Ag) 

Man darf den absoluten Wert von Ax ao klein wählen, 
dasB die absoluten Werte von Ag, e/, eg anter einer be- 
liebig kleinen, ^sitiven) voig^eb^en Grösse £ liegen, dann 
folgt ans (33) die Un^eicbung: 



:- V^il.H.1' 



lyll 
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Um Ag aus dem Nenner zn entfernen, soll die recht« 
Seite von (34) abermala vei^ösEert werden dadurch, daes 
!(;+^(j| in geeigneter Weise verkleinert wird. Wie nahe 
sich nun aach der Wert von 3 { =i= 0) am Werte Null befinden 
möge, es wird stet« möglich sein, einen beliebig, aber fest 
gewählten Wert a zwisdien g und herauszngreifen, and Ag 
so zn wählen, dass \Ag\ nicht nur kleiner als e, sondern 
auch kleiner als ^\ — \a\ auslallt. Da also dann |ge| <|^| — \Ag\, 
und |jj| — \äg\ <, \g-\-Ag\, somit |o| <J3 + ^?| wird, so ersetze 
man \g -1- /ig\ im Nenner der rechteii Seite von (34) durch |a|. 

Am ein&chsten wird a = ^ gew&hlt, dann geht (34) über in: 



(36) 



■(0 



-jri+s' + w}- 



(36) 



dx 

„Daraus geht hervor, dass die linke Seite 
von (35) anter eine beliebig kleine (positive) 
vorgegebene Grosse t} sinkt, sobald man e 
den beiden Bedingungen unterwirft: 

'<W-9r\+9^^\9f\' ^<2^l" 
Den AbschluBB der allgemeinen Eegeln zur Bildung des 
DifFerentialquotienten bildet die Lösung zweier fundamentalen 
Aui^ben, von denen die eine bereits am Ende von § 11 
formuliert war : „Wenn eine funktionale Abhängigkeit zwistdieu 
y and x dadurch festliegt ist, dass zwischen y und x eine 
Gleichung (Relatiun) besteht, hieraus den Differentialqnotienten 

~- zu ermitteln, ohne die Gleichung nach y aufzulösen." 

Indem man sich in der Gleichung zwischen y und x 
bereits alle Glieder aof die linke Seite geschaffli denki^ kann 
man sie, in der Gestalt ansetzen: 

(37) q>{x.y) = Q, 

wo ip ein mathematiBcher Ausdruck ist, in den ausser festen 
Zahlwerten resp. ausser Grössen, die von x, y unabhängig 
sind, zwei veränderliche Grössen x, y eingeben; ein solcher 
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Ausdrack <p (x, tf) — wie er im Palle einer ganzen Funktion 
Bchon in g 8 auftrat — heisst eine „Funktion der 
beiden Variabein x, y", wenn, wemgst«is inoerbalb ge- 
wisser Intervalle von x, y jedem Wertepaar x, y ein einziger, 
bestimmter Wert von ip zugehört. 

Die bisher behandelten Fälle einer Funktion y = fix) 
ordnen sich numittelbar dem neuen Anaatze (37) miter, so- 
bald sich nämlioh der Ausdruck tp {x, y) auf y — f(x) 
reduziert. 

Für diesen besonderen Fall fp(Xy y) = y — f(3^ sagt 
man, dass durch (37) die Grösse y als „explizite" („ent- 
wickelte") Funktion von x, in jedem anderen Falle da- 
g^en, dass y durch (37) als „implizite" („unent- 
wickelte") Funktion von x definiert wird. 

Um nunmehr die Aufgabe der DifFerentiatioa von y nach x 
in dem allgemeineren Falle (37) zu lösen, ahme man möglichst 
das Verfahren nach, das ursprünglidi (§ 8 (V)) zum Begriffe 

des Differentialquotienten y'= -^ führte; nur mit der Modi- 
fikation, dass alle Formeln jetzt so geschrieben werden, dass 
rechter Hand die Null eredieint. 

Um also zunächst zum Begriffe des Differenzenqaotienten 
zu gelangen, wurde in: 

(38) y — f^x)-0 

X durch X -{- ^x, und damit zi^leicb y durch y -\- Ay ersetzt: 

(39) y-\-Jy — f(x + Jx) = 0; 
sodann wurde (38) von (39) subtrahiert: 

(40) dy - (f(x + dx) - fix)} = , 
beiderseits mit Jx dividiert: 

/41) Jy f(x + Ax)~m ^ 

^ ' Ax Ax ' 

und dann zur Grenze lim Ax = Q übetgegangen : 

,42, g-rw=o, i.. %=m. 

Analc^ gehe in (37) a; in a; -|- Ax, y m y -\- Ay aber: 
(43) q)(x + Ax, y -f Ay) = 0. 
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Man subtrahiere (37) von (43): 
(44) q>{x + Ax,if + Jy) - <p(x, y) - 0, 

dividiere dnrch Ax: 

,45. y(a: + Ax, 1/ + Ay) — ip(x, y) ^ ^ 

' ' Ax " 

UDd versuche nunmehr, in der linken Seite von (45) so zur 
Grenze lim Ax ^ überzugehen, dass es gelingt, den ge- 
suchten Differentialquotienteu j'= ^ aus (37), (45) verm^ 

bekannter Bildungen zu ermitteln. 

Nun war oben (10'), bei der Herleitung des DiEEerential- 
qnotienten eines IV>dnkt«s f(x)g{x) eine ganz ähnliche, 
nur speziellere Au^be aufgetreten, insofern im Differenzen- 
qnotjenten von f[x)g{x): 
(46) /(g + Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x) 

* ' Ax 

der Grenzprozess lim A[x = vollzogen werden sollte: es geschah 
das durch Einsohaltnng der beiden Glieder +g{x + Ax)f{x) 
im Zähler von (46). Nach diesem Vorbild wird man im 
Zähler von (45) die beiden Glieder +95(3;, y+Jy) ein- 
schalten [wo alBO <p{x -\- Ax,y) aus dem ursprünglichen Aus- 
druck ip{x, y) dadurch hervorgeht, dass nur x um Ax ge- 
ändert wird, während y seinen gerade gewählten Wert bei- 
behält], dann ninunt (45) die Gestalt an: 

= 0, 

oder auch, durch eine der damaligen (10') aualc^ Znsanimen- 
fai^nog: 

,,„^ <pl^+^x,y+^y)-~'pix,y+Ay) , q>{x,y+Ay)~q?(x, y) „ 
' '' Ax "^ Ax ""■ 

Hier besitzt der erste Quotient linker Hand im wesent- 
lichen die Gestalt des DifFerenzenqnotienten einer Funktion 
von X, nur mit dem einen Unterschiede, dass ausser der 
Variabein x, auf die sich der Prozess der Differenzenbildnng 
bezieht, noch eine variable Grösse y + Ay eracheint, die aber 
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während des in Bede etehendeii FrozeeseB aDverändert 
(koDBtODt) bleibt, also genau dieselbe BoUe spielt, wie jede 
andere in ip{x,y) etwa vorkommende konstante oder von x 
miabhängige Grösse. 

Wenn demnadi Ax gegen Kall konver^ert, so kon- 
vei^ert der firagliche Differenzenqaotient: 

q?(x-\-Ax,y-\-Ay)^tp{x,y-\-Ay) 

Ax 

nach der Definition von § 8 (V) g^en den Differentialqnotienten 

von ip{x-\-Ay) nach x, und da auch lim Ay = 0, g^en den 

•9<m ip{x,y) nach x, der mit ™^ '^ oder kürzer -^ zu be- 
zeichnen sein wird. "^ **^ 

Das nämliche Verfiihren lässt sich bei dem zweiten 
Quotienten linkerhand von (47') einsohlagen, sobald man 
noch das bei dem Beweise der Kegel der Funktionen von 
Funktionen (§11 (8)) benutzte Hil&niittel der Erweiterung 
mit Ay heranzieht, iJso schreibt: 
(45^ <p{x,y+Ay) — (p{x,y) ^ 'p{x,y-\-Ay)~ <f>(x,y) _ Ay 
Ax Ay ' Ax' 

Anf der rechten Seite ist hier der Faktor: 
'p(^>y-^Ay) — (p{x,y) 

wiederum ein gewöhnUcher BifFerenzenquotient, nämlich der 
Funktion ip [x, y) bez. der unabhängigen Variabein y, 
während x jetzt dMiei die Bolle einer Konstanten übernimmt 
Lässt man nnnmehr Ax gegen Null konvergieren — was 
in Folge der Abhängi^eit (37) bewirkt, dasn zugleich Ay 
ge^en Null konvergiert — , so geht der in Bede stehende 

Faktor über in ■ ■ ^. ' oder kürzer geschrieben -~, wah- 



dy 



4l 



rend der zweite Faktor ~ in (48) zu dem gesucht^ Diffe- 
rentialquotienten -^ = y' wird. 

Somit entsteht durch Orenzübei^ang aus (47'): 

L e. 

DuiiizodbvGoogle 
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,49-, „■=-§. 

Es erweist sich &1b zweckmässig, den Charakter der 
IKfferenlialquotieiiien -=^, -^, in denen je ausser der un- 
abhängigen Variabehi noch eine zweite Vaiiahle auftritt, die 
aber £äi den jeweiligen DifferentiationsprozeaB unverändert 
bleibt, durch geeignete Benennung nnd Bezeichnung kenntlich 
za machen. Man nennt sie die „partiellen Differential- 
qnotienten (oder Ableitungen)" von q)(x, y) nach x resp. y 
— im G^nsatze dazu den früheren Differentialquotienten 

-' ■ den „totalen" von f(x) nach x — und bedient aich, um 
den vollzc^nen Grenzprozees anzudeuten, eines nach links ge- 
schwungenen d-Zeichens: ^, ^, oder auch noch kürzer 

der Zeichen ql^, q>^, dementsprechend, dass x, y auch die 
erste resp. zweite Variable heisaen. D^nit erhät das Br- 
gebnis (49) die Formulierung: 

III. „Ist eine funktionale Abhängigkeit 
einer variablen Grösse y von einer variablen 
Gröfse X in impliziter Form durch eine 
Gleichung <p{x, y) = gegeben, so erhält 
man den totalen Differentialqnotienten 

■^ = y', indem man den partiellen Differential- 

,■ ^ . S,p B<p{x,y) 

Quotienten von m nach x: w, ^' w^ =- —^ — ^- 
^ ^ ^^ dx dx 

dividiert durch den partiellen Differeutial- 

... , dw 8w(x,y) 

qnotienten von qp nach y: y, = j^ = ^ - 

and das negative Vorzeichen hinzufügt.*^ 



*) Die Regel m Uwt moh gemfttB (49) un leichterten in der 
aymboUsoIieii Oeatalt das -^ -{■ dy -^ = merken, deren linke Seite 
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Hierbei sind wieder solche Werte von x aus- 
zDsohliessen, für die vermöge (p{x,y) = Q der 

Kenner ^ verschwindet" 
dy 

Um den absoluten Wert der Differenz zwischen Diffe- 

renzenqnotient -p- and Differentialqnotient y', also nach (49^ 

von -p + — , für ein geeignetes dx nnter eine voig^ebene 

Grösse rj henmterzudrncken, gehe man von (47') ans onci 
setze: 

(50) ^_^(,,j,) + ^_^.+,., 

tpi{x,y+äy) = <p^{x, ff) + €, = 9^ + £,, 
dann geht (47*) naoh Division mit 9>, über in: 
(51, & + ^__iL+.. + ..Ä 

and ffir 

Man kann lix ao klein gewühlt denken, dass e^ — nnd 
zwar nicht nar für den Wert y -\- Ay des zweiten A^oments, 
sondern für alle Werte des letzteren zwischen y nnd y-^dy —, 
zw^tens e,, and drittens — &Ua ^\^,y) (Üb stetige Fank- 
tioD von y vorausgesetzt wird — aucii eg unter ein and der- 
selben beliebig kleinen (positiven) vorgegebenen Grösse ^ 
Hegen; endlich kann e^, absolut genommen, jedenfalls < 1 
angenommen werden. 

Geht man sodann in (51) zu den absoluten Werten über, 
so hat man: 

•^'■^ ls+^:i<sr<^+w^ 
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1 alfio die rechte Seite, and damit am so melir die linke 



Als Beispiel tär die Kegel m diene die oben, (1), (2), 
anders behandelte MitteIpanä«gleiohmig der EUipae: 



(63) v(-':,y>-= 


4+t 


-1-0. 




Hier wd: 










it^t\ ^9 


2x 




e<f Sy 




(54) y, = j^ - 


' a'' 


<p,i 


'='Si~bi- 




und sotnit uftch HI: 










(56) y-- 


9>. 


-- 


' ya' 












Asslog kommt fnr 


di< Mittdpmilitegleicliuiig 


der H;- 


perW (8 5 (26))t 










(66) y(a^,») = 




9' 


— 1-0: 





Der frühere Fall der e^liziten Fonktioii: 

liefert ipi=^ — f(x), y, =• 1, also nach m y'= f(x), wie ea 
sein miiss. 

Der eben erledigten Aufgabe, den DifferentialqnotieDten 
einer impliziten Funktion von x zu ermitteln, läuft eine 
andere, oben schon in Aussicht gestellte, rein änsserlich be- 
trachtet, bis zu einem gewissen Grade parallel, wenn auch 
der beg^iflüiche Inhalt ein allgemeinerer ist. 

£s werde wiedemm ausg^angeu von einer Fmiktion 
q)(x, y) von zwei Vaiiabeln x, y, zugleich aber festgesetzt, 
dass X und y Funktionen einer dritten Variabein u seien: 
(58) x-m, y-glA. 

Denkt man sich diese Werte von :r, ^ in ip(Xf y) ein- 
gesetzt, so wird ?>(x, y) zu einer Funktion von t4 allein: 

W. Fr.HefBT, Diflerentialrecliiiiu^. l ^l,„i, , v^ioOyll;" 



DiSarantUiiDiotieat tod 9>(3^y), woa;=^(«) 
>p{x, y) = ip{f{u), g(u)} = ip(u); 



kamite Bildoi^en Eurückiuliren? 
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Ofienbar ISast b»^ die vorliegende Frage sIs räne £r- 
weitenmg der in I gelöeten tuudieii; venn nSmlioh y gai 
nicht von u abhSiigt, bo rediuiert sioli <p{x,y) auf eine 
Funktion p von f, wo f eine Funktion von u ist 

Lfigst nun u in u + ^^i mithin x m x + Ax, y in 
y-^Ay Qbeigehen, so entsteht d«r Diffeienzenquotient: 

(60) ^ - 'p{x-\-Ax,y-\-Ay)-ip{x,y) 
' ' Au™ Au ' 

wo der ZShler da- reditoi Sttte ganz mit dem ZShlec Ans 
linken Süte von (47) ftbereinstnnmt. Bidem man sich daher 
des nämlichen Eiii8chalttmg8pTOze0se8 bedient, da (47) io die 
Gestalt (47') lavohte, erfaXlt ipian: 

A<p_ <p{x+Ax,y+Ay)—<p{x,y+Ay)-^(p(x,y-^Ay)—<p(x,y) 
J«^ Ah 

(61) _ q>(x+Ax,y+Ay)—<p(x,y+Ay) tp{x,y-\-Ay)—<p(x,y) 
~ Au "•" Jm ■ 

Die beiden Brüche rechterhand werden nach dem Vor- 
bild der im zweiten Qliede von (48) voig^iommeneD Er- 
weiterung umgestaltet, dann kommt; 

o{x,y-\-Ay) Ax 
Au 

ip{x,y+Ay) — q>{x,y) Ay 
"^ Ay 'Au 

^ Atp(x,y+Ay) Ax Atp(x,y) Ay 
Ax Au Ay Au' 

Konmehr kann, wie bei (48), der Urenzprozess ffir 
lim Ju = anmittelbar -vcA^m^a werden, nnd hefert: 
, d<p dq>dx Srpdy 

wo die totalen Di£F»entialquotienten ans (58) zu entziehmen 
sind: 
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(64) ^_^Ö^ dtf_dg(u)^ 
äu äu ' du du ' 

Ein besoDdere häufiger Dantellimgsfall tod (59) wird 
der sein, dass die dritte Variable u mit der ersten, x, za- 
sanuneniallt: 
(58') x^x, y — ?(a;). 

Dann lat in (63) ^ durch ? - 1, $^ durch ^ - «' 
^ ' du dx du dx '^ 

zu ersetzen: 

,63-) „-^.^j "- 

WO ^e redite Seite genau das Aofisehen der linken Seite 
von (49) besitzt 

Ein zweiter wichtiger Darstelhings&U von (59) ist der 
einer implititea Abhängigkeit swiscben x nnd y: 

(58") v{',y)-o, 

ao daas gemäss (49') fOr y' erhalten wird: 

(65) j,-_^a__|i. 

Setzt man diesen Wert von y' In (öS") ein, so hat man 
als dritte Formel för q>': 

dip dip Bxp S<p 

(65") <p'= ^ — ^'^ ^y ^'^ ^y _ yiVt — y>yi 

dx Sy) Vi ' 

Mao nennt die in der Anal^is hänfig vorkommende 
Bildung ^itfif — ipiVi die „Funktionaldeterminante" 
der beiden Funktionen q>{x,if), rf>(x,y). 

Die Ergebnisse (63), (63'), (63") mögen in dem Satze 
zusammengefasst werden: 

rV. „Wird eine Funktion tp{x, p) zweier 
Variabein x, y dadurch zu einer Funktion 
einer einzigen Variabein, dass zwischen x 
und y eine ninktionale Abhängigkeit besteht. 



M%. 



..^.uu^^i^ 
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80 sind je nach der Sasseren Form dieser 

Abhängigkeit: 

a) X, y Bind explizite Funktionen einer 

dritten Yartabeln «; 
ß) y ist eine explizite Fanktion von x; 
y) y ist eine implizite Funktion von x, d. k. 

es besteht eine Belation ^(j;, y)>=0 
die drei Darstellnngeformeln ffir den totalen 
Bifferentialqnotienten ip' von ^i 

iltp 8y> dip Stp 

(IV v) V— ^» ^y ^y °» _ yiv. — y»Vi 

ä» • 

WO im letzten Falle der Fall ^,»0 ansza- 
sohliessen ist." 
Man beachte hierbei den b^riffliohen Cnterschied der 
Bildungen -=^ imd —. 

Eine wiehtige Anwendung des Satzes IV wird sicli n. a. 
in der Theorie der „Maxims nnd Minima mit Keben- 
bedingungen" (§ 18) zeigen. 

Der Satz IV, insbesondere die Formel (IV a) ist einer 
naheliegenden Verallgemeinerung fähig. Sei eine Funktion 
<f{x, y, g) von drei Variabehi x, y, e vorgelegt, die selbst 
alle Funktionen einer einzigen Variabehi u seien, so kommt: 
.„„.A^_<p{x+Ax,y+/iy,ti+^0)~ip{x,y,e) 

^^^^^^^ J^i 

^ ^(x+/ix,y+dy,s+/ig)—tp{x+Ax,y+Ay,s) Ag 
" Ae Jm 

<p{x-\-Ax,y-\-Ay,e) — <p{x+Ax,y,z) Ay 
■^ Ay 'Au 

^(x+Ax,y,t) — q>{x,y,e) Ax 
■•■ Ax 'Au 

DuiiizodbvGoogle 
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Ifast man hierin Au gegen Null konvergieren, so ent- 
BüAit der gesodite totale Differentialqnotient <p' vcm ip nach w: 

Die ^ = <pi, ä^ — ^,, ^~'Pi ^^ wiedemm pw- 

üeDe Differentialqnotienten von tp •— q>{x,y,e) in dem Sinne, 
dflse jeweils immer Dur eine der drei Grössen a:, jr, « als 
nnabnSog^ Variable fungiert, die beiden andern di^^egen 
als Konstante. Da die Ansdehnung anf mehr als SxtÄ 
Grasen x, y, e . . . anf keinerlei Sdiwieri^eit stÖsst, so 
pH der allgemeine Sats: 

IV'. Wird eioe Funktion der Grössen 
X, y, g, .. , dadurch zu einer Funktion einer 
einzigen Grösse u, dass alle Grössen x, y, s, ... 
als Funktionen von u Toranegesetzt werden, 
ao ergiebt sich der totale Differentialquotient 

<p'^^t indem man der Reihe nach jeden 
der partiellen Differentialquotienten von 
»(«- ft '. ■ • •)• ||. If . If ' • • ■ "inltipl^iTt mit 
dem bezQglichen totalen Differentialquo- 
tienten -^, -^, -r-, . . ., und sodann die Summe 

au du du 
dieser Produkte bildet." 



§ 14. Übtu^beiaplele zn den besonderen und 
allgemeinen DlfferentlationBr^eln. 

Es wird sich empfehlen, vor den tiieoretiBohen An- 
wendungen der bisherigen Entwickelangen auf Analysis mid 
Geometne die besonderen wie die allgemeinen Regeln für die 
Differentiation von Funktionen einer unabhängigen Variabehi 
an einer Reihe von Übungsbeispielen zu erproben. Wir 
werden uns dabei in der Auswahl der Beispiele davon leiten 
laasen, solche Funktionen zu bevorzng^i, die in den spSteren 
Anwendungen der. Differential- und Integralrechnung vor^ 
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kommen. Benotet iat die empfehlenswerte Au^benaamm- 
lung von H. Dölp (Giessen, 7. Aufl., 1898, herausgeg. von 
E. Netto). 

Ä. Differentiation algebraischer Funktionen. 
(1) y •= iax^; y''= 5 ■ Aax* — 20a«*. 

15 a:» 



(3) y-~ = ax-*; y'=-ia£-* — . 

(4) y ^ yx ^ x' ; « =- -x' = x ' — — = . 

^ ' ^ ' * 2 2 2-ß 



(6) 


y- 


.'il'-x'; 


y'- 


2 r- 


12-12 
= 3^ '-3 


1 




(6) 


J. 




iy'- 


1 - 


2 




1 1 

2jS" 


m 


s- 


.»•yi-i 


; y 


7 ; 

-2"" 


-'=J«-^ 


/?. 




(8) 


y 




«5 


3;' 
— — - 

^8 


a:» 8 — 3; *, 








y'- 


11 -V 


"'- 


11 - 


T 11 1 


11 

6 


1 



(9) y ^ x^xt/x " x\ x^ = X • X* 



Für diese Seiapiele reicht die Benutzung der sllgaoeinei) 
Potenzr^el (a;")'= ««;■-'{§ 11, Formel (II)), aus, da kon- 
stante faktoren nach der speziellen Produkt!^;«! (g 13, 
Formel (17)) als solche zu bdassen sind. Für Mb 
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folgenden Beismele ist es zweckmüsBig resp. notwendig, sich 
der Regel der FnnktioueD von Funktionen (g 11, Fonnel ^}, 
zu bedienen. 

(10) y = («-Ja!)SalBoy— uS« — ö-6a:i,^=3M»,j^ b; 



^ESne Eontrolle ei^ebt sich nadi dem binomiBchea Satze 
^ 6) und der Regel fär ganze Funktionen (§ 8, Ende): 
y = (a — hxY = a* — 3a* 6a; + 3a6*a:' — f«*; 

= — 36(o3 _ 2abx + 6»a:») = — 36{o — bx)K 



(11) y- 




x' du 



l\' 1^ _ 3(0»— 1)' 



" (o + 6a:)' ' (o + 4«)" ' 



(13) j(=(STiJ;i)=y»=«', »-« + Si, — --^(8.(4)), 

du 2yu 



'du 
du 



2ya + bx 



l-fea: 



(14) y-^2pi; y = -f,,u = 2px, 



"'"WTx'^"' 



dy ^ 



du 

an 2iü' dx 



= 2p; 



juiiizodbvGoogle 
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~bx, 



du 20 

dx ' 



(=•(6)), 



.(-!) = - 



2y(» — ix)' 2V(a — ix)' ' 

(16) j=Vo;;S5iy-vSr,«-«-Ji>,§!-^,^— 2Ji; 
' du 2Vu dx 

ix 



2ia — ix' 
Analog hat man: 

{16a) y = )[a' + x'; j/' 



(— 2Sl) = 



^a — tx'' 



Vn' + a:' 



(17a)y-yJTS; »-)&,» = « + »:, ^--i=,^-l; 
(2u 2yw dx 
1 



2yo + a; 
{17b)y =^a~-x; ff = Vtt, t 

1 
» - — „ : 



dv 1 du 
=a~x, — = — =, — = 
du 2yu dx 



(17) y = yo + a: + y« — a:; y' ■■ 



Mithin kommt donih Zosammensoteung von (17a) and 
(17b) gemäss der Smmnenregel (§ 13, Fonnel (IIa)): 

2 lya + x ya — xi 

_ 1 yo — X — '\la-\- X 

~2 ' yo» — X* 

Mittels Hinzimahme der Produkt- und Quotienten-B^el 
(§ 13, Formeln (üb), (üc)) erledigen sich cÜe nächstfolgen- 
den Beispiele: 
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(18) y-(a + a!)ya^rj_/(4.j,(j,); 



/'= 1, »'- ■ 



2ya—x 
!l'-fg'+9r= {« + ':) 



(..Nr.nb)); 



2^a — x 
(g + g) + 2(o — g) _ a~3x 



(19) ll = ^-fii+T<; ^=|,j,_y5fT^,f- 

I («■ (16«)) 
C»- -j- X 



» yo* + «' 



d _ ax' — a {o* + a;*) 
a;' x' y«* + a;* 



a:» y«* + x* 



„,_gr-/'g'_ (H-»)-(-i)-(i-a=)-i a 

' 9' (1+«)' (1 + «)'' 

■ ' (i-ys)' 

1 — iS+i + yi 1 

~ 2y«(i— y»)' ~y«(i— yi)"' 

TOI .. l/n+i' ya + hx f 



1 a—hx -fa — hx S 2yo + ia; 



niiz .Cüügli: 
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B. Trigonometriache und cyklometrische Funktionen 
{§ 9, Fonneln (I)— (IV); § 10, Formeln (I)— (IV)). 

(23) y =-Bm(a:"); y— einw, m — «", -==^- 
y'= co8{a^) ■ ««"-• . 



'da; 



dy. 



iM, -=- = cosa:; 



' dx 



(24) y — sin* x; y = «*,« = sin «, - 
jf'— 2sin^ cosa^— sin (2«). 

(25) y=7— — r;; « =- u^", «= cos a;, ^ = — »«-"- 

du 



* du 



dx 



= — am a:; 



C08'+' X ' 

(26) y =X^x — cotg X', 

,_ 1 / 1 \ _ Bin'a:+ coa'a: 1 

oos'a; \ e3H*x/ büi'xcob'x "" tia'xcoe'x 

(28in^ coBa:)> \un 2a:/ 

(27) y = Smnx — 48in'a;; 

y'= Scosa: — 3 • 4Bin^a;coa2= 3cosa:(l — 48in'a:). 

Nach der Trigonometrie (s. diese Sammlung, Bd. ITT, 
§ 46, (7)), ist cosa;(l — 48iii»a:)=oos3«, denn man hat 
C08 3a: = cos (2a: + a:) = coa 2a: cos x — ein 2a: ain a; = ooa x 
(1 — 28in»a;) — 2 sin'a: eoBa: = coex(l — 48in>a;). Somit 
irird: y'= Scos 3a:. Li der That ist (1. c.) y = 8in3a;. 
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dg 

du 



(28) y = ^xtgx)•■, J(-»>, » = l(g», j^-2«, 

2cQa'x ' 



= «lgi 



(29) » 



2x + sin 2a: 
C08*a: 
bcOBX f 



, /*<— hsnx, g'= — fteinx; 



a + & cos X g' 

'''- (<.+i'^»)' {'°+''°°"''''~'''~'°°"''''~"} 

2a& Binar 



(« + ftcosa;)*' 
(30) y=sina; — xcosa;; y'-=co8a: — { — icama! + coB«) 



„,, .1 1 «ijl 

(31) y=arc8m-; jf = arcsuiu, « = ~, -=^ = 

du J_. 

da: a:* ' 

1 1 



1 
VI-»' 



(32) ,. 



/■ a» — gi 



dy 
du' 



''^' ]/HI^ 



a' + g' 



a' + a;' 
y4a*a:* 



o'+a;' AM (a'+a;') (-2a;)-(o'— g') 2 
2aa: ' da: "" (o« + «»)» 

4a» a; 



(a» + a:f)»' 



j.,r,i,z<»i ../Google 
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o' 4- a:* _ 4a'a: _ 2o 



y-- 



lax (a* + 3;»)» 
(33) y = arcain yi — a* = ai^flinK, 



- a:» = y«, 




cfy du dv 
~ d« ' dr ' da; 



{34) y=8rocos— T-T = aroco8«, «=i- = — i-j ; 

a-|-ocoBx g a + froosx 

^_ 
dM~ 




y{a + 6 cos a:)' — (6 + a coa ic)' 

_ a + ft coBJ! 

y«! _ j» _ oos* X (a' — 6*) 
__ a + hcoBX 
sinasVa* — &* 
dM _ (a+ftcosg) (— g ama;) —(b+acoBx) (-bsuix) 
dx (a+ft cosa;)* 

Bin a; (a* — ft*) 
~ (a + 6 coa «)* ' 
o + ftcosa: ( — ama:)(tt* — 6') 
einx^a* — W (o + fccosa:)* 



a + icosa; ' 



_ ,;™:,C00gIe 
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dy 


'-■ 


1 


1 


du 


VI-.' 


]/l-5^ 






= ■ 


a; 




y2oi-o"' 


du 


"{.- 


-!)-(»- 


-I) <.. 


iz 




*• 


a:' ' 




X 


a 


= « -.11 



(36) « =-7^arcsma;l/- = -=arcBm«, a = ipl/*: 



_l/ö 1 '''*_l/^. 

* r 6 ' ya ^ 6«« ' K « Va — &a:» ' 



(37) y = arcein- 



ÄM yi u' 



K 1 + ^' 



1+a:» 

1 + a:» — a:' 1 , 

" (1 + x*) yi + a;» ~ (1+ a:^) Vf+ä» ' 

uiniiz,»! ../Google 
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(38) J( = arel^l/-j-^ = «rotg«, »-)'«, 



i, 1 


9 1+a^ 
1 


du 1 + u> 


, 1—* 




1+a: 
do (l+a!)(-l)-(l -»)(!) 2 

dx 



(1+a.)' (1 + x)" 

,_! + j 1 yr+£ 2 



2 


zyr^ 


X 


(l+ar)' 










1 




1 

ii+x 




1 






2yi — 


X 


2 


iT^ 


X' 


arcootg 


,(1-^ 


--- 




9 




X 


yi 


— X* 


J» 


1 
i + « 


- 


1 


— 


-{1- 


-^, 


d» 


> + r^ 







- 1 


«(-«) 








d« ' 




yi-..' 










1 — 


X' 






1 — a:» 


+ 


a^ 


1 






(1 


-»:') 


fr- 


-X' (i—x 


)yr 


— X 


' 










^.uuyii. 
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j'= - (1 -*') • 



{l—x')p — a;' 



dy 



f 


yi + jf-i. 


9 


X ' 

1 


1+i 


yi+«'-ir 





»> + (1+ »■) + ! — 


2yi + »' 




X' 






* fl/l 1 r' 


■D' 




iT+^ ''' ' " 


»* 


x> 


-1) 



a:' — (1 + »') + ynr? yi + »■ — i 

a:»yi + X* x^TJl + 3;* 
i" yi + »' — 1 



2yi + i'(yi+a:> — 1) «>yi + x' 

1 1 1 

"2yi + n'' yi + a;'~ 2(1 + a:')' 
1 



(41) y = arccotg-= = arocotgu, « = -= 

yx yx 



jOügle 
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du 
dx 



1 1__ 



l+x' 



1+« 23;)^ 2y^(H-a;) 



,y^-. 



(42) jr = a arctg 1/^^ ^ = oarcfgu, «=yö, r = - 

_1 






1 + 



o — X x + a — X 



du 1 
dt) ~ 2 fv ' 



rs 



dv _ x{— 1) — (o — g) _ I 
da: ~ «* a 



_jt_ 



2)^y«— a: 



2yoa:— x' 
Kombiniert maa «lies Ergebnis mit dem DifFerenti&I- 



2yaa! — a;*' 



quotienten von '}/ax—x', nSmlioh {^ax — x*)'- 
eo erledigt eich anoli die Differentiation von: 



(43) j,=ts: 



- a arotg 



^ax — X* 2 ^ax — x* 2^ax — x* 
_ a — X 
i/xlfa—le 



J.,.,l,z<,i:,.,GüÜgIl;"' 



§ 11. übiui|*b«iip{ela. OL Kxpon. a. logar. FulktJMiMi. 177 

C. Exponential- und logarithniiBche Fanktionen 
(i. § 12, Formel (H), (m)). 



du ' dx ' 

y'= ae". 

(45) u ^ i / 2 ' * T *• 

(46) ,_«.(a,_l)_ft; r-t-, J'-I; 

»'- /j'+jr- «"• 1 + (it — 1) «■-«■(!+ st - 1) - ««■• 

(47) p-^-L. f^f, g'-nif—, 

, 9f— M jr -^ — if- Ha:— 1 g^jE— '(x— h) 

a-+i • 

(48) »-y?^-vt; »-«", 1^-^ i=, 

.,, ' '. ' <i» 2y» 2y5^ 

^-«."(l (44)); 





»' 


2y?^ 


• 0*" = 


|v^ 












(4?) 


> 




ff"; w = 

1 
008» a:' 


tga:, 


du 
du 
dx 


- 


1 
00«' a: 


,u<- 


Iff 


(60) 


» 


-i(o- 


a;)-i«; 


; « — 


a — 


X 


dy 

' du ■ 

du 


_1 
u 


1 




»' 


1 

a — a; 


.(-1) 


_ 1 

X — 


- a' 


















13 
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(51) y=l{af) = nlx: y'=|. 
,1 , . 1 



(52) 9 = lt 



7 / ' 



»■- 



dg 1 _a + X du 
du u a ' dv 

a+ z 



» = a + iE. 



" (« + !)■' 



1-- 



ia + x)* a + ar* 

(54) y = l(x + p + x') = lu} u = x + yr+le*; 

dy_l 1 

du ~«~ x + n + x>' 



du 

dx 



-1+- 



',}! + X* Vi + x^ 



1 x + jl + x' 

~ x+-^i + x* yi + «» 



1 



(66) ,=!- 



fl + «> 

X X g 

dy ^ 1 ^ g 

g.l|t|4-c„ + v;nrio.iU(.(i6)) 

_ — g' — <ty<** — a:* — (o* — a:») 

_ — aVtt' — X* — a' _ a(a + ya' — a;*) ^ 
iC» /«> — «» a:»y«* — «* * 



i'jc(::..V^il.H.I 



«" 
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a + lfa^ — «» 



a(fl +y"* — ^*) 



-Gau ftnalog erledigt sieb: 



P^-U- , " - (o + Vll> + !>) • 1 1 i 




(67) ,-I- 



dl* tt 1 + ic ' 

Ä» (1 — ») 1 — ( 1 + j) (- 1) 2 

Ite ~ (1 — ai)' ~ (1 — *)' ' 



lW« 



v^.uuyn 
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, 1—« 2 2 2 



(59) ,-i 



1 + ^ (!—«)» (l+x){l — x) 1 — «» 

l/a + x j ,;- a + x f 

fo — X ' a — X g 



dy _1 
du u 



du _ 1 _ 1 -t/a r—x 
a + x' dv ~ 2/0 ~ ^y <* + ^' 
do {a — x).l—(a + x) (— 1) 



/= 



(60) y=I 



dx 


(«-»)■ 


(<.-«)• 






ll/«-« 


2o a(o — « 


) 


21*« + « 


«-»)■ (o + «)(a- 


-»)■ 




a 


a 




(o + a;)(«-i) 


a>—x>' 




7 * 


-!u; »-- 

y 


' f 




'yi-.. 


1 — «■ 9' 








Vi rf , 1 *< 


«) 


dy yi — «» du 
du a: ' da: 


(VI - »■)' 


«■ 


(1 




1 




/1-- 


yi — a;' (1 — ai") 


yi-,. 


1 


1 





yi — a;' (1 — a:") *(1— a:')' 
- ias • 1 



(61),!(--!a:-ii y'. 



(62) jr - ;(a + a: + y2oa: + a;>) - ;»i 

u = a + a; + y2oa; + ir» , 

dy 1 1 

du "u ~ oH-a:+y2aa; + a:*' 



^=1-1- 2o + 2z y2g3: + a:* + o + :c _ 

da: 2y2aa; + a;» y2oa: + x» ' 
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._ 1 a + x+pax+x' _ 

- a + x+-^2ax + x^ i%ax + a:» 



y2oa: + «» 



(63) ,_|((«._„.) + ^;^; 



J^-i- 



x' — a' 
mx 



» ai + o (g+g)-l— (^— a)-l 
2a 3; — a (3; + a)* 

» mar + M 



x* — «• {x — a) (ic + o) ar* — a* ' 
(64) j = l(a; — 1) + 3Hx + 1) + i(a!' + 1) + 5 ardg»; 



«'+1 
tE+1 3(a:--l) 2g + 5 4g — 2 ^ 2g-t-5 

{4x - 2) (I- + 1) + (2j + 5) (»' - 1) 

(g' — 1) (»' + 1) 
6»' + 3»* + 2 j; — 7 

iT'— 1 
1 ,T/a + hx — l/ä 1 



1/a + hx + lfä S' 
dy^_i_ 1 1 ^a + hx + l/ä 
du Tß u y^ ya + fra; — yö' 



ij» " 2V5+55 



— {Vo+6a!— yö}- 



{y»+s»+yä}' 



2y»+ta! 



• sy»- 



{y« + Sa; + yä}" 

Li.iiiz .Google 
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' 1 jä+bz+yä 2yg & 



yo ia + bx — iä 2T/a + bz {y« + bx + yä}* 

6 1 

Va + fra; {y« +' fta; — )^ {V« + bx + yö} 

^ ft 1 

T/eT+bx (a + bx — a) xlja + hx 
,«-v 1 ■ I , d« 1 rf» 

^ ' ' ' 'du ao-x' äx 

(67) y — ico»«: «'= ■ { — änx) ' 

(68) yl^x; y'~ 

(69) y — icotg«; 

(m« _ / 1 \ _ _ 1 2_ 

* " coBX \ taii'x) öjxx coBa; ain22 * 

Dies Eigebnis flieBst axaii tmmittelbar ans (68), da 



OOBX 
COBX 1 



tänx coa'x sin» cosx an2x' 







Icotga; — 


'i?^ 


-- 


Itga;. 




(70) 


!,-l[oo 


.ir-.., 


« = 


.»', 


tf — CMWj 




%■ 


(-!)■■ 


du 
HF 


-2« 


-2eOB|, 




3S- 


linw. 


-*|. 




I 
-2 = 



■(-!)■■ 



•(-'^1)4 



J.,r,l,z<»i:,.,C0Ügli: 
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(71) « =- i — '^ =?«*> «= — -. ; 

dy » — btgx 
du ~ a + htgx' 

{a — btex) — (a + b tex){ — | 



du 

dx {a — 6 tg »)' 

b 2o 

C06* a: {a — btgx)'' 

a — btgx 2ab 

a + btgx eoB*x{a — btgx)* 

2ab 2ab 



ooB'a:(a* — i* ig*x) a* ooe'« — 6» sm'x 
2ab 2ab 



;* (1 — sin' x) — Ä* ein* x a* — (o» + 6*) sin' as 
2a& 2a& 



a*coß*a — Ä*(l — co8*a:) — b^+{a* + b*)ooB,'x ' 

(72) ,-!n.)-!», «-m-, g-^, g-m; 
' ~ m ■ 

Man nennt diesen Übei^ang von lf{x) zum Differential- 
quotienten -^^ die ,^ogaritbiniB(die Differentiation" der 

Funktion f{x) nach :c 

73. Eine Anwendung von (72) macht man n. a. bei der 
mcht^ea An%ibe (e. § 17), den Differentialqaotienten einer 
Potenz von d^ Form: 

y~f{x)p(^ 
za ermitteln. Durch Logarithmieren kommt; 

and durch logarithmische Differentiation von y nach xi 

^-•P^ + if-r', 
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also mit Einsetzuiig des Wertes von y: 

Eine modifizierte Darstellnng dieser Methode legt den 
oft zu verwendenden Gedanken (s. § 12, p. 127, Arno.) zn 
Qronde, eine vorgelebte Grösse a durch ihren natärliohen 
LogarithmuB la auazudrücken: nach der Definition des IjogOr- 
rithmne ist ja a='e". Somit ist: 



y^fP = t 


■Util^ti", 




wodnrdi die Differentation ^ 
>plf zurückkommt Man hat: 


roll y auf di« 


eines Produktes 


, = .-. . = * g^ 




<^ + lf-<p'; 


j'=e-.{yC + i,.y.} = 


f{9-f + lf- 


9'}. 


äUo, yde ohen: 






«■-■pf'-'r+Mf-v'= 


f'-Wr+flf-v')- 



Eine zweite, wesentlich andere Methode znr Lösung 
der 6«glicben Aufgabe wird durch die Formel (s. % 13, 
Formel (IV a)) für die Differentiation nach x von y = y> {fix), 
(p{x)} gdiefeii: 



somit wiederum: 

y'=ipt'P-^f'+f'rlf.^'. 

Besonders zn beachten ist der spezielle Fall: 
{13a)y=stf; y'=x ■ af"^ + x'lx = af{l + lx). 

Weitere Beispiele zn (73) sind: 
(74) y = (aa;)""; f= ax, ip = mx, f= a, tp'= «; 
y'=mifix)"(l + lx-i-la). 
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(75) y = (mn.xY"*; f= mnx, tp = ooaz, f= ooa«, 

9>'= — mnx; 
y'= («na;)*~*-'(oo6*a; — fdn'xlund;). 

•r- i 1 1 

(76) jr-lS-ar"; f^x,<p~~,r^l,v' «tJ 

(77) »— (aietg«)'; f- ardgn,^ — :c, f — j— ^,9»'— 1; 
y'- "'7+»''"' + ("^ »)•'("«%») 

D. Implizite (oder unentwickelte) Funktionen 
(>• § 13)- 

(78) ?>(«,Jl)-»« + Ji( + c-0; j|-y,-o, j2_^_ij 

f ipi a 

(79) <p=-a'~9 — x'—0; y, = o— »io — ffa:»-», 

9.,= o'-»-(— l)Ia — »»/a:; 

oder, wenn man mit Bückeiclit aof die Relation g> = a"~> 
dnrob d«i itun gleichen Wert x" ersetzt: 

,_ x'la ~ yx»~^ _x''-^(xla — y) _ xla — y . 
^ ~ x'la + x'lx ~ x«(la + lx) xl{ax) ' 
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D. ImpHiito Fukt 


(80) 


, cos« 


ft-COl», y,: 



Nun ist w^Bn 9 = am a; = coe y , also nach den Me- 
mentOL der Trigonometrie (s. diese Sammlnn^ Bd. JH, g 28) 

y= -j-1— — x\, siny = + cobx, und zwar gilt nach der De- 

finiticm (e. § 10, 3) von y = arocos (eina:}, das obere V<mv 
z^chen, wenn x dem ersten oder vierten, das negative, 
wenn y dem zweiten oder dritten Quadranten angehört; dem- 
entsprechend wird also: 

y'= T 1. 

Dies bestätigt üch bei direkter Differentiation von: 

, ■ ^ . 1 

y = aiccoaj sm x); y'= . ■_..-. — ■ cos« 

+ yl — sin» X 

_ COSO! 

{cos^l' 
Gehört x d^n ecsten oder vierten Quadranten an, so ist cos x 
positiv, also — i : = — 1: eehört x aber dem zweiten 

^ ' |C08 X\ ' * 

oder dritten Quadranten an, so ist cos x negativ, also 

|oos x\ 
Das Nämliche eigiebt sich bei unmittelbarer DifFereiHiatioii 
von « = ± ^ — xj. 

(81) yi^eosa; — a;co8y = 0; yi = — sina;— coey, ip, = xsiny; 
,_ sin a: + oos y 
a;siny 

Oft ist es zweckmässiger, nameotlioh für gecoMtris)^ 
ÄQwendongen, die zur Herleitung von y' dienende Gleit^tmg 
Vi + ^»9'= als solche «u benutzen (oder, wie man sagt^ 
^die Gleichung y = zu differenBieren"). 
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(82) qi — !i'~2px-0; yy'—p — O. 

(84) 9? = y* — 2i)a; — qx^=0; yy'^-p — qx=0. 

(85) tp ^ x* + y* ~ (ax -\- h)*; yy'+ x^a{ax + b) = 0. 

(86) (a;-a)«+(y-ft)»_r»=0; (a:-o) + (y- fi)y'= 0. 

(87) p^y»— 2ye'+2a:iy = 0; 

2a; 
(p^= — 2ye'+2ly; p,= 2y-2«-+— , 

{— ye' + ly) + y'(y — «» + «y-') « yy'— «"(y + y') 

+ iy + «y^ y'= 0. 

(88) y ^e^coBy — e*aina; = Oj 

q^i = e" COT y — e» cos a;, ^ = — e* Bin y — e'änx, 
e'coey — e'ooBX — (e'ßiny + e*äii.x)y'= 0. 

(89) q> ^ äu X + mn y + gän(x + y) = 0; 

y^ = co6x + co»{x + y), 938=co8y + co8(« + y), 
cofl a; + 008 (a: + y) + { cos y + cos (a; + y) ) y ' = 0. 



E. 


Fnnktionen 


von 


der Form x = 


m,y 


-Sit) 






(s. 


§13, 


Formd ([')). 








a 




h 


dy 


a 




' y 


~ a — . 


V" 


'h — 


t' dt" (« 
dx 




[— 1). 

(-1); 










dt Ib 


-!)• 




dy 














. dt 


a(b- 


-V 








y' 


dx 
Tt 


i{a- 


-()■• 
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1 — ( 2t 

l + f" l + C 

. -. ii»_. (i+')-(-i)-a--')-i 8 

il (! + ()• (1 + lf' 

ix (l + ()-a— 2(-l 2 

ii( (! + <)■ (! + <)•' 

(92). y -Bin'*, a!-!iii2(; 

^ - 2Bm ( COB ( - an 2(, J - (oob 2^'- 2; 
at at 



.g = bwi'tf X =- aooa* t; 

-^l = 25sin 2 GOB i, -TT = 2aco« < ■ (— an Q; 



(94) jf = a (1 — 008 <), 2 = a(f — sinf), (Oleichune der 

Cyoloide); 

(^y - • ^ n ■ ' < da; „ . 

•=^ = aBin(= 2o8iji^co8 i^, -j7 — o{l — cmtf 

-2oBin'|^; 



dji' 1_ 1 

"ST . ,' '2' 

a, „ f _1^ ^ 

d« " da; » • ,' , • .'■ 

dJ- 2'"" 2 *'""2 
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(95) y — a(Bin t — icosti, x = a(coB t + tön (f, (Glekbang 

der KreiBeTolvente); 

■j^ = a{om t-\-tant— cobQ '-^atäntf 

■jT — o( — änt-i- icoB t+ ain Q — a( COB (; 

1 

' far/- ^ -J—- "-. '^'' 1 

*"^ ' d«"co«»<' ^ ofcoBf^o^coa»*" 

(96) y = < — CO»*, a; — < — Binij 

- , l + mi 

Nim ist nach den Elementen der Trigonometzie (B. dieee 
gammlnng, Bd. BT, § 28) sin f = — coe (^ + A, also: 



1 — c 



[+') ^■'°'fö+l).""'S+D 



ecoBJ 



l-f&ooe*' 1 + 6 cos (' 

dy (1 + 6 ooB f) • a cofl < — oamf'( — ftamf) 

di(~ (1 + &C08*)» 

a cos f + oft (coe* < -H Bin* i) _ a oob f + g& 

~ (1 + 6 006 ^» (1 + 6C0B<)*' 

(ia: _ (1 + & cos Q • ( — c ein Q ^ c cos t ■ ( — ft sin Q 
d* (1 + 6 cos *)» 

^~(l + fteosQ»' 
a(& + co8Q 

csin* ' ^ 

DiailizodbvGOOgle 



(98) y = (a + r) Bin * — o am (^^ i\, 

x = (a + r) 008 t — a coe i (1, (Glüchong der 

Epi- resp. Hypo-Cydcäde); 

s! -<« +'> °" '-«'»' l-j- 'J ■ -5- 

- (o + r) jco« ( - 00. (?^ <)} 

= -^(« + ')'^f-^'')-^fe'). 

- - (o + r) (»in ( — «n 1^^ ()} 

..(. + ., cos (?^'<)»n(^,); 



<f»' 


l 20 + r 


dt 


1 2« + r 




,/2o + rA 2« 






"4o(» + r) jao + r \ . Ir \' 



§ 14. ÜliiiDgsb«üpi«le. B. x = flfi, y=g(t). 



(99) p = aresin 



yr+T' 



dg 

dt 



yi + p 1 + <■—(■ 



i+c yrr^ !+<■' 
& 1 / 1 \ « 



y-s 



»'-!■ 



yr+? (—1) < i_. 



(100)9 <-2sm«— einSf, a; = 2oo8f — coa2f; 



, C08<-C0»2< ™2"^2 3 

S'™ Dini! am 9t" 5 *™*9 
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Absclinitt H. . 

ReihenentwieMnngeD. 

Kapitel L 

Der Mittelwertsata mit Anwandongen. 

§ 15. Db8 Bollesch« Theorem 
und der Caacliysche HlttelwertMtz. 

In §.7 IV wurde der binomische Säte, m seiner Er- 
w^tenmg auf ganze Funktionen, dahin formnliert: 

„Ist f(x) eine ganze Funktion n*" Ord- 
nung von X, und sind a, b irgend zwei ver- 
schiedene Werte des Argumentes x, so ist 
die Differenz f(b) — / (a) nach steigenden 
Potenzen der Differenz b — a = h entwiokel- 
bar, derart, dass der Koeffizient von W die 
mit i\ dividierte t** Ableitung von / (o) 
{d.i. von f{x), mit naohheriger Einsetzung 
des Wertes a} war: 

f(!.)-n»)-»r(»)+A-^+*»aö+ ... 

£b wurde bereit« damals die weiterreichende An^be 
gestellt, auch für andere Funktionen eine entsprechende 
Bntwickelung herzustellen. In der That wurde in § 12, Vb, 
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VIb für die flroonentialfimktion e" reep. a'*) {a > 0) eine 
derartige Entwickelung gegeben, nur mit dem Untei^diiede, 
dase die letztere beliebig weit forteetsbar ist: brach man an 
irgend einer Stelle ab, eo war man im Blande, den durch 
Temachlässigung des Restes b^angenen (bei hinreichend 
weitem Voi^hen beliebig abnehmenden) Fehler abzuechätzen. 
Indem wir nunmehr die fragKche AuJFgabe allgemeiner in 
Angriff nehmen, werden wir uns zuvörderst auf einen ersten 
Schritt zu ihrer Löbui^ zu beschränken versucheu. Man 
frage nämlich: 

(A) ,fib es nicht ffir eine beliebige Funktion f{x) 
eine Identität giebt, die die Differenz fifi) — f (a) 
allein durch den ersten Differentialquotienten von / 
auezndrficken gestattet?" 

Da nach der Definition des Differentialqaotienten (§ 8 (V)) : 

ist, so liegt die Vermutung nahe, dass die gesuchte Belation, 
faUa sie überhaupt existiert, von der Form: 



sein wird, wo | einen vorläufig noch unbekannten Wert des 
Aigumentes x bedeutet, der, mit ßfickaicht auf den be- 
sonderen Fall (1), für lim (b — a) -= den Grenzwert a an- 
nehmen müsste.**) 

Gesetzt, die Identität (2) wäre richtig, so könnte man 
sie auch in der Gestalt schreiben: 

(2«) m-m-(b^«)r&-o- 

Da f unbekannt ist, so repräsentiert in gewissem Sinne 
auch f{$) eine unbekannte Grösse — sie werde mit Z) be- 
zeichnet — von der man zwar weiss, dass sie mit dem 



*) Der Wert a der Buia Ton a' hat mit dem ia der Formel (I) 
des Textes so bezeichneten Werte a aiohtB xa thnn. 

**) Danach ist ea also wahrscheinlich, daM i von der Qeitalt 
a + &h sein wird, wo # einen unbekannten (aber itets endlich 
bleibenden) Faktor bedentet. 

W,Fr. Meyer, DiiTerentiBlrBclmniift i^ i W: ■. v^iOOqIi;" 
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Differenzeaquotienten ■-— — von f dem Werte nach 

übereiDstimmt, von der aber verlangt wird, sie der Form 
nach als ersten, für einen gewissen Wert des Argumentes 
gebildeten Differentialquotienten von f darzustellen. 

Indem man diese Grösse D, die jedenfalls nur von der 
Natur der Funktion f{x), sowie von der Auswahl der beiden 
Werte a, b abhängt, statt /"'(!) in {2a) einführt, kommt: 

(3) f(b)-f{a)-(b-a)D^O. 

Wir erheben uns nunmehr auf einen höheren Stand- 
punkt, indem wir die Gleichung (3) als besoDderen Fall 
einer allgemeineren Erscheinung auffassen. Dadarch, dass 
wir auf der Unken Seite von (3) die feste Grösse a in f{a) 
und in (6 — a) durch eine unabhängige Variable x ersetzen, 
konstruieren wir eine Funktion <p (x): 

(4) 9{^)-m ~ fix) -{b~x) D, 

die wegen (3) für den Wert x = a, offenbar aber auch för 
x^b den Wert Null annimmt, und deren Differentiation 
liefert: 

(5) 9'{^) - - n^e) + »■ 

Dies lehrt aber, daTs unsere Aufgabe darauf hinaus- 
kommt, einen Wert f von x ausfindig zu machen, lur den 
der Differentialquotient <p'{x) der für x^a und x^b ver- 
schwindenden Funktion (p (x) (4) verschwindet: denn für einen 
solchen Wert f von x und nur für einen solchen würde 
nach (5) eben D=f{^) folgen, und damit die ursprünglich 
au%eworfene Frage (A) erledigt sein. 

Indem wir vorderiiand von der besonderen Natur der 
Funktion tp{x) (4) absehen, stehen wir vor der allgemeineren 
Frage: 

(B) „Wenn eine Funktion (p{x) vorliegt, die 
für x^a und X'^b verschwindet, läset sich 
stets ein Wert i von x nachweisen, für den 
(p'{x) verschwindet, und wie? 
Es mögen erst einige einfache Beispiele betrachtet 



werden. Sei; 
80 wixd: 


- o) (a: - S) _ !> - ar (0 + S) + o>, 
cp'ix) -2x — {a + h). 




'■ " ^^'""S'^- 
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Es pebt also hier immer einen und nur einen Wert | ^ ~~ö~> 

für den y'(a:) gleich Null ist. Offenbar liegt dieser Wert f 
zwischen a und 6 (er ist georoetria cb d er ACttelponkt der 
Strecke ab, s. diese Sammlung Bd. VIII, § 4). 
Zweitens sei: 

^ {x) -= x(x ~ a) {X — h) = x> — x'{a + b) + xab, 
9)'(a;) = 3a;«— 2x{a-\- b) + ab. 

Man Oberzeugt sich auf elementarem Wege davon,*) dass 
die beiden Wurzeln der Gleichung >p'{x) = (bei reellen o, b) 
stete reell sind und dass jedenfalls die eine von ihnen dem 
Intervalle {a, b) (d. h. von a bis b) angehört. 



*) Die beiden Wnneln 



{SB, _ a + b±\f{a + b)''— ääb a + b±}'{b — a)*+ ab 
xt~' 8 ™ S 

■ind reell, da der Radikand niemata negativ werden kann. 
Ferner sei a<(, alao b — a = A poaitiv. Dann Irt: 

A + Vo' + Ä' + aA-a 



(,_,. ^ h + b~yb^-bh-\-h* 

bei poritiveni b eben&itle poutiv, da der Radikand < <& + A)* «ird. 
Bei negativem b dagegen ürt: 

h + b + Vb^—bh + V 
b-x^= g 

poeitiv, da der Radikand jetzt > (& 4- h)*, aber cngleich auch: 



n 6 die Wurzel a;, im Intervalle von O bis &, 
nnd dies bleibt anoh in den GrenzfBllen göltig, wenn a reap. br^Q, 

da dann xi=: — reip. x^=^ — wird. lat endlich a =■ 6, ao iat bei 

poaitivem a xi^a, bei u^ativem a a;, ^ n, to dass der Säte anoli 
hier noch erhalten bleibt. 
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Ein weiterea BeiBpiel sei sin ^ für das Intervall (0, n). 
Es hat (sin x)''= cos x (innerhalb der vier Quadranten, 

d. L von bis 2n) die beiden Nailwerte ^, -^, deren 
erster im Intervidle (0, ?i) liegt 

Eine entsprechende Eigeosobafl zeigt die etwas all- 



Dagegen zeigt die Funktion tg :r im Intervall (0, n) ein 

wesentlich anderes Verhalten. Denn (tc a:)'— — r — ver- 

^^ ' cos' x 
schwindet fiberbaapt nicht (fär einen reellen "Wert von x); 

andererseits wetss man, dase sowohl te x wie — r— inner> 

^ cos' X 

halb des Intervalles (0, n) einmal, nänüich an der Stelle 

X =- ^ imendlich gross werden, also daselbst unstetig sind. 

Man wird daher, im Hmblick auf diese Beispiele, von 
der fOr :r — a und x^h verschwindenden Funktion ip {x) — 
mag sie im übrigen noch so allgemein sein — voraus- 
setzen, nicht nur, wie überhaupt von einer Funktion") von x, 
dass sie, nebst ihrem ersten Differentialqnotienteu, in dem 
zu Grunde zu legenden Intervalle (a, V) eindeutig be- 
stimmt ist, d. h. jur jeden Wert von x, von a bis h, je nur 
einen einzigen völlig bestimmten Wert annimmt, sondern 
auch, dass sie, nebst ihrem ersten Differentialquotienten, im 
Intervalle (a, 6] überall stetig ist, insbesondere also nicht 
unendlich gross wird. 

Zunächst werde der einfachste Fall in Betracht gezogen, 
dass tp (:r) { abgesehen von x-^a und x^-h, wo <p{x) = Q) 
innerhalb des Intervalles (a, 6) nii^nda verschwindet; es 
mögen ausserdem <p'{a) und fp'{b) von Null verschieden 
vorausgesetzt werden. Es sei etwa a < fr. 

Dann ist (p{x) innerhalb des ganzen Intervalles (o, 6) ent- 
weder ausschliesslich positiv oder aber ausschliesslich negativ. 



*} Wenn also im folgeaden von irgend einer Funktion die Bede 
ist, to ist diB EigsDBoliaft ihrer eindentigen ExiatenE (in einem 
bestimmten Intervalle) stillschweigend Toransgesetit, nnd da« Oleiehe 
BoU TOD ihrem ersten Differentialqnotienten gelten. 
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Sei etwa das erstere der Fall, so bilde mau au der Stalle a 
den DiSerenKnanotieoten von ai: 



Ja 

wo a 4- ^^ einen Wert Ewischen a and b bezeichne; wegea 

q>(a) = rednxiert eich D, auf — — ; — — , ä. L auf einen 
"^ ' ' Aa 

Brach, desaen Zähler nnd Nenner positiv sind, der also 
positiv ist und es andi bleibt, wie klein da gewählt werden 
mag. Es iat daher anch: 

lim -^-i — ■ — j^ ^-^-^ = w (a) 

positiv, und zwar nach den getroffenen Yoraossetzungea 
endlich und von Null verschieden. Andererseits bilden wir 
an der Stelle b den Differenzenquotienten: 
^(b-Ab)-<p{b) 
^"^ —Ab '' 

wo 6 — Ab wiedenun einen Wert zwischen a nnd b bedeute: 
-Ab) tp(b-Ab) 

Ah '^ Ab ' 

d. i. auf einen Brach, der negativ ist und es bleibt, wie klein 



*) Disaer, fflr ein poBitirai Aa gebildete Differensenqnoüent 
Da TOQ fp wird, ebenao wie der engehOrige DifTerentiBlquotieDt, aU 
dar gTorwärts genommeiie'' bezeichnet^ entspreohend der fär ein 
negatives — Ah gebildete Differenzenqaotient Dt, von 91, ebenio 
wie der zagehörige DifiereDtialqnotient als dar „rüokwarti ge- 
nommene.* Die Batrachtnngen de* Textes würden gültig bleiben, 
anoh wenn der tia der Stelle x-^a rückwftrti genommene DiSerential- 
qnotient Ton f von dem Torwftrta Benommenen venobiaden -w&re oder 
auch gar nicht existierte, ond dao Entsprechende gilt fOr die Stelle b. 
So hat, der Definition der Potenz nach, für x'>(x2L 0, »> 0) «n der 
Stelle IC ^^ nur der vorwärts genommene DiSerentiatqaotient nx"~i 
einen Sinn, der den Wert resp. 1 ragp. 00 besitzt, je nachdem n > 1 
reep. =■ 1 reap. < 1 iit. Dooli haben, Ton derartigen vereinzelten 
Orenzstellen abgMehen, solche nnd ähnliche feinere TJntenobeidangen 
zwijchen verscluedeDen Arten von Differential qaotienten innerhalb dei 
Bahmens dieses Bnchee keine Bedentnng, da die hier in Betracht 
kommenden einfachen Fnnktioneu an jeder Stelle nar einen Differential- 
qootienten beMtsen. 
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man auch J& w^Ie; mithin ist auch q>'(b) negativ und nach 
Voraussetzung ebenfalls endlich und von Null verecbiedeD. 
Nun erscheint es zwar durch unmittelbare Äuachauung 
plausibel, dass, wenn eine Grösse — wie hier <p'(x), 
während die unabhängige Variable x das Intervall von a bis b 
stetig durchläuft — bei stetiger Veränderung, von einem 
positiven Werte ausgehend, schliesslich einen negativen Wert 
erreicht, sie wenigstens einmal den Wert Null passiert haben 
muss; es müsste also wenigstens einen Wert f von x zwischen 
a und b geben, für den >p'(x) verschwindet. Hierbei ist 
anter dem „stetigen" Durchlaufen einer Variabein x von a 
bis b{ii -cb) zu verstehen, dass x, ohne abzimehmen, jeden 
beliebig voi^egebeuen rationalen oder irrationalen Wert, der 
^ a, < 6, anzunehmen im stände ist. 

Es wird aber notwendig sein, nicht nur die Existenz 
eines solchen Wertes f arithmetisch genauer zu begründen, 
sondern zugleich auch ein Mittel zu beliebig angenäherter 
Berechnui^ desselben anzugeben. 

Der ^nfacbheit halber wollen wir uns dabei auf eine 
besondere, allgemein geläufige Darstellung einer Grösse i 
beschränken, indem wir nach den Elementen der Arithmetik 
der irrationalen Grössen festsetzen: 

„Eine reelle Zahlengrösse gilt als ein- 
deutig definiert, wenn sie in einen — end- 
lichen oder unendlichen — Dezimalbruch*) 
entwickelbar ist, so dass sich nach irgend 
einem Gesetze stets angeben lässt, welche 
der Ziffern bis 9 an irgend einer von 
jemand bezeichneten Stelle des Dezimal- 
bruches steht." 
Wie die Arithmetik zeigt, stellt dann auch die Summe 
imd Differenz, sowie das Produkt zweier solcher Dezimal- 
brüche eine völlig bestimmte Grösse dar. 

Der Kürze halber sei gesetzt: 
(6) <p-{x)-y,(x), v.(o) = a(>0), v(J) ß{ß>0). 



*) Theoretisch würde es für die folgende Entwickelung eiaCuher 
sein, „dy^diBche" Bräche in Grande zn legen, d. a. solche, die 

naoh natürlichen Potenzen von - (statt — ) fortschreiten. 
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Das einzuschlagende Verfahren zur Ermittelung von f 
ist nun völlig analog dem ganz elementaren, daa zur Be- 
rechnang etwa der Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl 
dient. Man denke sich das Intervall b — a = k durch 9 ein- 
geschaltete Teilwerte in 10 gleiche Teilintervalle zerlegt, die 
der Beihenfolge nach {von a aus beginnend] mit AQ,Aj,...,Ag 
bezeichnet seien. Würde jetzt ip (x) speziell für einen der 
9 Teilwerte, etwa den i"'" [i =1, 2, . . ., 9), verschwinden, 
80 wäre bereits: 

S-a + -^h = a + h-0,i 

ein "Wert von x, wie er gesucht wird. 

T^tt jedoch dieser Spezialfall nicht ein, so muES es doch, 
von a ans gerechnet, ein erstes unter den Intervallen h^, 
^11 - ■ ■> Äj geben — es sei unter Benutzung des nämlichen 
Indexzeichens » {i = 0, 1, . . ., 9) mit A,- bezeichnet — der- 
art, daaa ifi {x) iur den kleineren (unteren*) Endwert von Ä^ 
positiv, für den grösseren (oberen) Endwert von A( dagegen 
negativ ausiallt; denn für den ersten unteren Endwert a ist 
ja ip positiv und iur den letzten oberen Endwert b negativ. 

Auf dieses Teilintervall Ä^ werde der Zehnteilungsprozess 
abermals angewandt. Würde y (x) speziell für einen der 
9 eingeschalteten Teilwerte, etwa für den /;""{£= 1,2, .,.,9), 
verschwinden, so wäre ersichtlich: 



ein Wert von x, wie man ihn sucht. Im anderen Falle 
dagegen nenne man die 10 Teilintervalle von ht der Reihe 
nach i(,, i,, ■ ■ ■, ig, so mass es wiederum, von i^ beginnend, 
ein erstes Intervall, etwa ü {Je =' 0, 1, . . ., 9), geben, so dass 
im Beginn desselben yi (x) einen positiven, am Ende des- 
selben tp {x) einen negativen Wert erhält. 

Setzt man dies Verfahren entsprechend fort, so eigiebt 
sich folgendes. Entweder 1) atösst man auf einen bestimmten 
Wert l'^o-l-Äi?, wo & einen endlichen Dezimalbruch 

*) Der ÄnfangBwert eines InterrsllBB (a, b), a < 6, äart such als 
kleinerer oder nnterer Endwert faszeichn et werden und demgemaes 
der Endwert als grosserer oder oberer Endwert. 
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zwischen and 1 bedeutet, fäi dea y> {x) Tersobwindek 
Oder aber 2) es läsat sich ein Wert ^=>a-)-&i;, wo tj 
einen swiscbeo und 1 lief;enden unbegrenzten Dezimal- 
bruch 0,ikl... bedeutet, mit nachstehender Eigenschaft an- 
heben. Bridit man diesen Dezimalbruch r] irgendwo ab, etwa 
hinter der »*" Stelle, wodurch er den N^äherungswert rj^ an- 
nehme, so erhält man ein Intervall von der LÄnge :r-^, von 
<^ + ^V» bis a + ht}n + ttt; , so, dass tp für den Anfangswert 

des Intervalles positiv = o«. Kr dessen Endwert aber 
n^ativ — — ß^ ist. Gemäss der vou a bis b vorausgesetzten 
Stetigkeit von y> (x) kann man sich aber n so gross gewählt 
denken, dase der Unterschied der beiden Werte, die v* <» 
_Ä_ 
'lO- 

absolut genommen, unter jede Grenze sinkt. Mithin muss 
im vorli^euden Falle der fragliche Unterschied a„ — ( — ß^) 
= a^-^ ßn und damit sowohl a„ als ß^ selber bei beliebig 
wachsendem n den Grenzwert Null besitzen. 
Setzt man also la^a + ^^Hi bo wird: 

limf, = f = « + »;{& — o), <»;< 1, wo 

(7) 

Jimv-(l,)-v(f)-0, 

ein Wert, wie man ihn sucht, womit f auch im zweiten Falle 
ermittelt ist 

Offenbar bleibt der geführte Beweis derselbe, wenn y(o) 
negativ und y(ö) positiv vorausgesetzt worden wäre. 

Nunmehr kann man sich auch von den oben gemachten 
beschränkenden Annahmen befreien. 

Es mc^e also erstens die Möglichkeit zugelassen werden, 
dass v (^) licht nur für die Endwerte a, b des Intervalles 
(a, &) verschwindet, sondern auch innerhalb desselben ein- 
oder mehreremal, selbst beliebig oft, für a: = o^, o,, Oj, ,..; 
es soll sich nur nuter den sämtlichen Teilintervallen von 
(a, b) wenigstens eines befinden, das nicht unter eine vor- 
gegebene (wenn auch noch so kleine) Grenze g heruntersiokt. 
[Würde nämlich ein derartiges Intervall nicht existieren. 
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BO würde yj (x) mit Räcksicht auf seine 8tet%keit überall*) 
innerhalb {a, b) den Wert Null haben, und man könnte dann 
fnr i jeden beliebigen Wert zwischen a und b wählen.] Auf 
das fragliche Intervall Ifiset eich aber der eben bewiesene 
Satz anwenden, und der bezügliche Wert ^ innerhalb dieses 
Intervalles li^ jedenfalls auch innerhalb des ursprüng- 
lichen Intervalles (o, b). 

Damit ist zunächst der Hilfssatz hergeleitet, den man 
bezeichnet als das „Bollesche Theorem": 

I. „Ist eine Funktion y){x) für ein vor- 
gelegtes Intervall {a, b) stetig, und sind die 
Werte von yi(a) und tpip) von entgegengesetz- 
tem Vorzeichen, eo giebt es innerhalb des 
Intervalles {a, b) mindestens einen Wert {, 
für den y> {x) verschwindet," 

Für spätere Zwecke ist es nützlich, das Theorem gleich 
dahin zu erweitern: 

la. „Ist eine Funktion x{^) ^^^ ^'i* vor- 
gelegtes Intervall (a, b) stetig und ist 
X (a) ^ a, X iP) '~ ß i"^ -^ ß)> ^o nimmt die 
Funktion xi''^) auch jeden Wert y zwischen 
a und ß mindestens einmal an, während x 
sich stetig von « bis 6 verändert." 

Denn man braucht nur die Hiltsfunktion y?{x) = x (x) — y 
zn konstruieren, dann sind: 

V{«)-Z(«) — >' = « — y nnd y,{b)-x{b)~'7 = ß — y 
von raitg^engesetztem Vorzeichen, und es giebt nach dem 
Bolleschen Theorem I mindestens eineu Wert i von x 
innerhalb {a, b), fUr den yi{x) = i e, x {^) = y wird. 

Man nennt einen derartig existierenden, wenn im übrigen 
auch unbekannten Wert | zwischen a und b, der von a so- 
wohl wie von b um eine angebbare Grösse verschieden ist, 
einen „mittleren Wert" oder auch einen „Mittelwert" 



*) Id der Integralrecluinng wird der wichtig« Satz bewiaseu, 
im F»llo vM = 7)'(a!) die Fanktioa ^(x) dum tob a bu b 
1 konitanten Wert annimmt. 
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zwischen a udcI b; nach obigem läset er sich stets in die 
Form setzen: 

(8) f = a + ^A = a + i>(& — a), <&*)<!. 

Indem nunmehr das RoUesohe Theorem I auf den Fall (6) 

y;{x) =■ 'p'ix) angewandt wird, ei^ebt eich der „Zwischensatz": 

II. „Ist ip(x) nebst (p'{x) ffir ein Intervall 

{a, b) stetig und ist 9? (a) =- 0, q}{b) — 0, so 

giebt es mindestens einen Mittelwert f (8), 

so dass tp'[S) = ist." 

Hier haben wir uns nur noch von der weiteren, oben 
gemachten beschränkenden Annahme zu befreien, daTs <p'{a) 
und (p' [b) von Null verschieden sein sollten. Sei also etwa 
<p'{a) = 0, <p'ih) von Null verschieden. Wir dürfen uns nach 
Obigem auif den Fall beschränken, dass q> {x) zwar für 
X =• a imd x = b, innerhalb des Intervalles {a, 6) aber nicht 
verschwindet. Dann wird, wie oben, mit Rücksicht auf die 
Stetigkeit von <p [x) und fp'{x) gezeigt, dass 9''(Ä) negativ 
ausfallt; zugleich geht aus dem geführten Beweise hervor, 
dass sich innerhalb (a, 6) ein Wert «^ angeben lassen muss, 
so dass 9!'(flJ>0. Alsdann wende man den Zwischen- 
satz II auf das Intervall {a, &) an. Entsprechend verfährt 
man, falls 9''(6) oder auch gleichzeitig (p'(a) und <p'{P) ver- 
schwinden sollten. 

Schliesslich werde im Zwischensatze n für ip{x) die 
unter (4) angegebene besondere Funktion <p(x) eingesetzt: 
■ (4) ^iai] = m-f{x)-(}>-x)D, 



(6) <p-{x) = - f(x) + D. 

Sobald f{x) und f'(x) für das Intervall {a, b) als eindeul^ 
existierend und stetig vorausgesetzt werden, sind ea offenbar 
auch (p(x) und <p'(x). Daraus resultiert der sogenannte 
Cauchysche Mittelwertsatz: 

*) Der Kürze halber werde von jetzt ab die obi|;e, nor znr 
vorlfinfigeo Orientierooff eingeführte TreDunng in der Bezeichnnog: 
„# für eioen endlicben Bezimaibruch zwischen und 1 , 1) für einen 
nnendlichen Dezimalbrncb zwischen nnd 1" fallen gelassen and & 
all gemeinsames Zeichen fär beide Fälle verwendet. 
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m. „Ist eine Funktion f(x) nebet ihrem 
etBten Differentialquotienten f'{x) für ein 
Intervall (a, 6) stetig, so giebt es mindestens 
einen Mittelwert f zwischen a und h, so, 

dasB sich der Differenzenqnotient — ^ 

als Differentialquotient /"(f) darstellen lässt*): 

Ehe das eingeschlagene Verfahren auf die höheren 
Differentialquotienten von f{x) ausgedehnt wird, sollen 
erat aus dem Mittelwertsatz als gemeinsamem Ursprange 
einige fundamentale Folgerungen gezogen werden, die die 
Lehren von der Stetigkeit (§ 16), der „Unbestimmtheits- 
werte" (§ 1?) und der ,^axima and Minima" (§ 18), betrefien. 

§ 16. Stetigkeitsabmessungen. 
In den §§ 8 bis 12 wurde für die verschiedenen ele- 
mentaren Funktionen f(x), deren Differential quotient zu 
bestimmen war, die Eigenschaft der Stetigkeil nicht nur 
theoretisch nadigewiesen , sondern auch für die meisten 
jener Funktionen praktisch gemessen, d. h. wenn innerhalb 
eines jeweils passend gewählten Intervalles {a, b) x und 



*) Der Sats III Iftsat eine einfache geometrische Deatusg in (t^I. die 
S&tze Aber Sehne und TaDgente zu Beginn des dritten Abichnittas). 

Man denke «ich in der Ebene einen zwigchen zwei Pankten P, Q 
ganz im Bndlichen, stetig und mit stetig veränderlicher Tangente ver- 
laufenden Kurvenbogen, der von jeder in einer beatimmten, etwa der 
Tertikaien Richtung zwischen P und Q ge- 
zogenen Qeraden nur in einem Pankte ge- 

troffen werde (s. Fig. II). Dann weist der j^--^^ 

Knirenbogen mindestens eine, der Sehne 
P§ parsUel verlaufende Tangente auf. Der 
Satz II repräsentiert dann den besonderen 
Fall, dasB P Qnd Q anf der Abscissenachse 
liegen. Noch einfacher ist die Beutang des 
Satzes I. Liegen zwei Punkte anf versohie- ~ pj^ ^^ 
denen Seiten einer Geraden (etwa der Ab- 

Boissenacbie), und verbindet msn die beiden Paukte dorch einen 
^•luz im Endlichen und stetig verlaufenden Knrvenbogen, so mnas der- 
selbe die Qerade mindestens einmal treffen. 
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iP + Ä «wei Werte de« Argumentes waren, ao wurde |Ä|*) 
so klein bestimmt, daas \f(x + &) — f{x)\ unter einer festen, 
voigegebenen (wenn auch noch so klein gewählten) poBitiveD 
Grösee e lag, und dies umsomehr, wenn der Wert von |A| 
noch mehr verkleinert wurde. Im besonderen konnte |A| so 
bestimmt werden, dass es f^ je zwei Werte x, x-^h inner- 
halb des ganzen, voi^legten Intervalles anter einer und 
derselben, von e abhSi^^n Grenze lag. Im letzteren Falle 
mfige die Stetigkeit von Funktionen als eine fSr das vor- 
gel^te Intervall (a, h) „gleichmässige" bezeichnet werden. 

Die zugehörigen Rechnungen waren nicht immer gauK 
einfach und durchsichtig. Die wesentlichen Ei^bnisse (nebst 
einigen weiteren ••) können jetzt, sobaldnur die theoretische 
Eigenschaft der Stetigkeit einmal als bekannt vorau^esetzt 
wird, kürzer und einfacher auf Grund des Canchysohen 
Mittetwertsatzes (§ 15) erhalten werden. Wir beschränken 
uns daher auf die innerhalb eines geeigneten Intervalles (a, h) 
gleichmässige Stetigkeit; um hieraus die auf ein Teilintervall 
{x, x-^K) bezügliche Stetigkeit abzuschätzen, hat man nur 
die im E^bnis auftretende obere resp. untere Grenze des - 
Intervalles (a, h) mit der oberen resp. unteren Grenze des 
Teilintervalles {x, x-\-K) zu vertauschen. 

Unter ö ist, wie in § 15, im folgenden stets ein Wert 
zwischen und 1 zu verstehen, 

1. sind; in einem beliebigen Intervalle. 

Da sin:i;, wie {siaxy^aosx stets stetig sind, so hat 
man fär irgend ein, wenn auch noch so kleines Zwischen- 
intervall {x, X -\-h): 

(1) sin {x-^-h) — sin 37 -< A cos {x -\- &h). 

Da der absolute Wert des Cosinus höchstens gleich Gins 
sein kann, so kommt unmittelbar: 

(2) |sin {x + h) — sin x\ < \h\ . 

Soll also die linke Seite von (2) < e werden, so hat man 
nur \k\ < E zu wählen. Genau das Entsprechende gilt für 



**) Die beiden seDkrechtea Striche bedeaten, wie nooliiii>l( an- 
gegeben Bei, den abmilaten Wert der eingeBchloiHenen OrOua. 

**) So war Tor allem der anter 7. behandelte Fall der Patent 
in § 11 onterdrückt worden, weil die anf der damaligen Stafe er- 
forderiichen Reohnangan zu nnulBudlich aoagefollen w&ren. 
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COS X, Das Kämliche ergab Biob bereits in § 9 aof Gnmd 
der Formeln (3), (4) and (3a) daselbst 

Es sind igx, 6omß (^a;)'— — - — nbaall stetig mit 

Ansnabtne der Stellen, wo coax VOTSohwindet, also innerhalb 
der ersten vier Quadranten, d. h. von bis +n, nur ffir 

x= + n • Es sei also der Ein&ebheit halber etwa das 

Intervall (0, 6) zu Gmnde gelegt, wo |&| einen Wert zwischen 

und ^ bedeute. 

Seien dann wieder x, x-^ h*) zwei Werte innerhalb 
dieses Intervalles, so wird: 

1 



\^(x-\-h) — tQX = h- 



COS*(j: + #Ä)' 



tritt im X ^h selbst aof, da hier cos* seinen kleinsten 
Wert erhält. Somit entsteht: 

(4) !%(»' + *)-tg=»l<l»l^; 

soll also die linke Seite unter e hemntersinken, so hat man 
nur |A| < E coe^ h zu wähle». Man vet^leiohe hiermit die 
unbequeme und im einzelnen kaum genauere Segel in 
§ 9, 8. 88. 

Offenbar hat es nir keine Schwierigkeit, die ent> 
sprechenden Ei^hnisse nir Intervalle anzugeben, die einem 
andern Quadranten angehören, oder anch fSr solche, die 
sich zugleich auf zwei Quadranten erstrecken, wie z. B. {a, V), 
wenn a negativ = — a^, h positiv, und a^, wie 6 kleiner 

als ^ sind. 

Analog verhält sich ootgd;. 



*) Die entopreohende Bemerkoiig kkiui der KSrze halber im 
folgenden nnterd^ckt werden. 
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3. arcsia^. 

Diese Funktion ist £ör jedes x, wo ja;] < 1, stetig; 

desgleichen auch (arc8in3:)'= , letztere Funktion 

+ )/l — a:« 
jedoch mit alleiniger Ausnahme der Werte ;c^± 1. Li^ 
also etwa ein Intervall (0, b) (\h\ < 1) vor, so hat in ihm 

- ersichtlich den grössten Wert lür x^h, also ist: 



Vi —X* 

(5) {arcsin (ar + i) — aresin x\ < |A| 



soll die linke Seite <e werden, so nehme man {&| < eTJX — fr*. 
Mau vei^Ieiche damit die weniger scharfe Abschätzung 
in § 10, (13), wo die Quadratwurzel noch mit dem Zahlen- 
faktor -= behaftet war. 

y2 

Analog verhält sich arccosa;. 

4. arctg X. 

Da arctg a;, wie (arctga;)'= 3— j- — ^ ffir jeden endlichen 
Wert von x stetig sind, und in irgend einem Intervalle (a, &) 

T-T—i höchstens den Wert Eins erreichen kann, so hat man: 

1 +a:' ' 

(6) lürotg(:t + Ä)-arctga;|<|A|, 

und es ist \h\ <e zu nehmen. Die in § 10, (15) eihaltene 
Regel: |%| < --= war weniger genau. 
Anal<^ verhält sich arccotga;. 

5. (^{a positiv, :s: 1). 

Sowohl cP, wie (o*)'=a*ia sind ftr jeden endlüdien 
Wert von x stetig. Es sei zuerst ein Intervall (0, fc) (ft > 0) 
vorgelegt. Es nimmt dann a' seinen grössten Wert a* resp. 
o" = 1 für X — b resp. a; = an, je nachdem a > 1 oder < 1 
ist. Somit wird: 

fk+<-».|<|*|a.!»(»>l) 
>' \|^+» _ <,.| < 1*1 |J»| (»<!)/ ^ '" 



_ ,; Google 
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mithin lAI, ie nachdem « > 1 oder o < 1, < -rr- oder 

< n— p zu wählen. Ist dagegen b negativ, so veitaoBohen 

J I 
sich offenbar, beide Falle: 

p+»_«^l<|Ä|a«H(«<l) 

^' 11«*+* - a-| < |Ä| /a (a>l)/ 

Die in § 12 unter (44), (45) erhaltene Doppelregel ist 
im ersten Falle weniger genau, da e daselbst noch mit dem 

Faktor — versehen erscheint. Genau die entsprechende 

Bemerkung gilt, wie die gleich folgende Formel (9) zeigt, 
für die damals, § 9, ont«r (48), (55) aufgestellte Begiel 

für Iga:, wo im zweiten Falle e 

Für a — e ist la durch 1 zu ersetzen. '^ 

6. Ig^ {a positiv, x positiv). 

Für jeden positiven, endlichen Wert (> 0) von x 

sind Iga: mid (IgxY^ — • j- stetig. Ffir ein Intervall (a, ^, 

wo a, ß positiv, a<ß, bat - seinen grössten Wert in a; -= a, 
demnach wird: ^ 

(9) ll|,a,+J)_||^|<li|lA_; 

soll die linke Seite < £ werden, so nehme man IA{ < sa \la\. 

Siehe die soeben am Schlüsse von 5. gemachte Bemerkung. 

Für ß — e ist wiederum la durch 1 zu ersetzen. 

7. a!" {x positiv, :s: 1). 

Da (3fy=n3f-'; 80 sind die Fälle «> 1 und » < 1 
zn unterscheiden. Im ersten Falle, n> 1, emd af und 3f*~^ 
für jede.a a; > stetig. In einem IntervSle (a, 6) (o<&, o^O) 
tritt der grösste Wert von a?"-' (äi X'-b ein, und es kommt: 

(10) \{x 4- *)" — «"I < |Ä| n6"-i (n > 1). 

Im zweiten Falle a:>0, «<1, w — 1 also n^ativ, 
tritt d^;egen wieder eine Yertauscbung derart ein, dass iur 
ein Intervall (a, fc) (o < 6, o > 0): 

(11) \(x + h)- - af I ^ |A] |«j a"-' (n < 1). 
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Soll alBO die linke Seite einer der zwei ÜngleiohnngeQ 
(10), (11) unter e henintersinken, so hat man jenat^dem 

\h\ < —7 — r oder lÄI < , ■ ■ , . zu nehmen. Für n = hat 

' ' »6"-' ' ' j«| a"-> 

in (11) nur das Gleichheitszeichen (^ügkeit; in der That 
ist dann afi^l, und die Differenz einer Konstanten ist stets 
gleich Null. 

8. Ganze Funktion: 

G(«) — ÖO+«l« + "««*+«B«'+ •■- +«»«"■ 

Es ist: 

(12) G'(i)~G'(x + &h)(0<&<l)~a, + 2a,S 

+ 3a,f*+ ... +na»£— '. 
Der absolute Wert von G'(i) wird vergrÖBsert oder 
mindestens nicht verkleinert, wenn man alle Koeffizienten 
Ol, Oj, . . ., On durch ihre absoluten Beträge Oi, a^, . . ., et^ 
und S durch seinen absoluten Betrag q ersetzt : 

(13) |G'(f)|<ai+2a,e + 3a,e»+ ... +»a,e»-^ 
liegt jetzt ein Intervall (a, b) vor, dem x und x + h 

angehören sollen, so sei der nicht kleinere der beiden 
AMolutwerte \a\, \b\ mit ß bezeichnet, dann ist ß'^Q, und 
man hat um so mehr: 

(U) |G'(f)I<ai+2a,/S + 3a,^»+ ... + »a,/I— . 
Soll also die linke Seite von: 

(16) |G(a! + »)-ö(»)|-|»||e'(fl] 

fär das ganze Intervall (a, h) <ri werden, so bat man nur 

**®' '*' ^ ai + 2a,^+3agj9»+ ... +«a,/J— ' 

zu nehmen: 

„Soll \G[x + h) — G(x)\, d.i. der absolote 
Wert der Differenz einer ganzen Funktion 
G(a;) = Oo + o,« + aia:*+ ... +(ua?', wo x und 
a: 4- Ä einem vorgelegten Intervalle (o, h) 
angehören, för das ganze Intervall unter 
eine beliebig klein vorgegebene (positive) 
Grösse i; heruntergedrückt werden, so wähle 
man |A| kleiner als einen Bruch, dessen 
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Zähler rj ist und deesen Nenner aus G'{x) 
hervorgeht, indem man die Koeffizienten 
Ol, %, . . ., Oh duroh ihre ahsoluten BetrSge 
und X duich den nicht kleineren der beiden 
absoluten Beträge von a, b ersetzt" 
Man vergleiche mit dieser Stetigkeiteabmeesong die 
weniger einfa<£ ausfuhrbare des § 8. 

§ 17. Unb«8tiinintfaelt8w«rte. 

Es kommt häufig vor, dass in einem Quotienten --— 

<p(x) 
zweier Funktionen von x Zähler und Nenner gleichzeitig 
g^n Null konvergieren, wenn das Ai^;ument x gegen einen 
gewissen Wert a — der als ein „kritischer" bezeichnet 
werde — konvergiert; man sucht den Grenzwert G von 

—4 — fidl» er überhaupt existiert — fiir Um a; = o, 
fl't^) f{a-\-h) 

d. h. den Grenzwert lim —7 1^ • Man bedient sich dann 

Az-oVCa + A) 
f{x) 
des Ausdmckee, der Bruch — 7-r nehme -fBr x = af' die „Ud- 

*'(=^) 

bestimmtheitsform ^" an. 

Ein erstes Beispiel bierfSr begegnete uns schon in § 2, 
j" + i_ 1 
S. 28 bei , ■ ■ für lim 4 = 1, wo der Grenzwert i» + 1 

herauskam; ein zweites Beispiel in § 5 (I) bei für 

lim:i:~-0, wo der bestimmte Grenzwert i, endlich ein 

drittes Beispiel in § 12 (IV) bei ^ ~— für lim a; = 0, wo 

der bestimmte Grenzwert la resultierte. 

Aber auch jeder Differentialquotient lässt sieh der vor- 
liegenden Fragestellung unterordnen, denn sobald dne 
Funktion f{x) ßa einen Wert x des Argumentes stetig ist, 
konvei^eren f(x-\-h) — f{x) und h, d. h. Zähler und Nenner 
des Dmerenzenqnotienten von f(x) gleichzeitig g^;en Nnll. 

Es lässt sich daher erwarten, daes auch in dem all- 
eemeinen Falle der Grenzwert von . { für lim x ^a, wenn 
W. Fr.Heyer, DtfferentlBliecliiiuiig. 14~ i-*^ 
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lim f{x) — 0, lim <p{x)=-Q — oder, wie wir kürzer schräben, 

der Grenzwert I i-y4 f — da die Regeln der gewöhnliclieD 

Arithmetik hier versagen, durch Differentiationsprozesse 
bestimmbar sein wird. 

Es seien f{x), q>(x) nebst ihren ersten Differential- 
quotienten für ein Intervall {a, a + h), wo man h bereite 
genügend klein gewählt denken mag — oder, wie man sich 
dann ausdrfickt, „an der Stelle" x=' a — stetig, bo liefert 
der Mittelwertsatz (§ 15 (III)): 
,^. fna + h)~f{a) + hr(a+&h), 0<*?<1, 
\<p(a + h)=q,(a) + h<p'{a + &^h), 0<d,< 1, 
alao, da nach Voraussetzung im vorli^enden Falle: 
(2) m-G. ¥■(«)=- 0, 

wie klein auch h gewählt werde: 

m f(" + ft) r(a + tfft) 

^''' <p(a + h) = ip'(a + »,hy 

Für ein beliebig abnehmendes h konvergiert aber die 

rechte Seite von (3) K^en den Grenzwert ,, . — falls 

*^ 9 C«) 

dieser' überiiaupt existiert — die linke Seite dagegen g^en 
den gesuchten Grenzwert G: 

Somit eig;iebt sich die Regel 1: 

1. „Wenn Zähler and Nenner eines 
Quotienten —)-{ för lim x = a gleichzeitig 
gegen den Wert Null konvergieren, so 
wird der Grenzwert lim — ^ — — tt durch den 

Quotienten ,, : = lim —ri A aneeceben; 

vorausgesetzt wird hierbei, dass / und q> 
nebst ihren ersten Ableitungen an der 
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Stelle x — a eindeutig bestimmt und stetig 

sind und . , ; einen bestimmten Grenzwert 

<p (a) 
repräsentiert, daea also im besonderen 
nicht etwa f{a) and f'{a) gleichzeitig ver- 
schwinden. 

Tritt dagegen der letztere Fall ein, eo 
hat man das Verfahren fortzu8*tzen: sind 
dann die m**" Ableitungen von / und gs die 
ersten, die für lim^ — a nicht gleichzeitig 

verschwinden, so wird G — lim — ^ 

,. fHa + h) f'Ha) .„*="//" + *' 
= "" i:^, — r-d = („1/ i , falls letzterer 

Grenzwert bestimmt ist und / nnd <p nebst 
ihren m ersten Ableitungen an der Stelle 
x^a eindeutig bestimmt und stetig sind. 

Ist im besonderen lini/^"')(o) =• 0, lim ^^('"'(a) 
^ 0, so ist der fragliche Grenzwert gleich 
Null; ist dagegen umgekehrt lim y'"'(a) =-0, 
lim/^°''(a) 4= 0, so ist der fragliche Grenzwert 
gleich Unendlich." 

Eine zweite Unbestimmtheitsform , „ — ", tritt für einen 
fix) . ' "oo ' 

Quotienten ■ ein, wenn f{x) und q> {x) für einen „kriti- 
schen" Wert x = a gleichzeitig unendlich gross werden: 

(5) /■(«)-«=, ,p (»)-«,. 

Man wird versuchen, diesen Fall auf den obigen zurück- 
zuführen. Als Ansatz dazu bietet sieb unmittelbar die Ein- 
fähmng der Hilfsfunktionen: 

(6) äi(rt). 

indem maD schreibt: 

1 

*' ip(x)~ J_ 0(X)' 

so dass die Voraussetzung (5) die Gestalt annimmt:^Qn|(-- 



212 § 17- I>>e UDbeBtimmtheitaform - 

(8) F{a) = 0, 0(o) = O. 

Indem wir ausdrücklich vorauBsetzen, dass der gesuchte 



Grenzwert G = lim — r j^ 

genital: •-.!»(«+'') 

— y» 
r ii™ii±±*l |,^ -F(« + * ) f'W y'(») 

,9, ~ "° ^(o + ») "... «(» + ») ~ «'(») ~ -rw 

n«) 

j^ 2il) y'W ff. 
~ f(«) ■»>'(«) ~f(«) 

Somit ergiebt sieb tlät den tmbekannten Wert G die 
quadratiscbe Gleiclimig; 

(10) G.|;^)_G^e{e^_i}-o. 



Falls demnach —-^ einen beatimmten Wert darstellt, 

^*'^> . . OC 

also insbesondere weder die Form ^r-, noch die Form — 

oo 

aofwdst, so ISsBt (10) noch zwei Möglichkeiten zu: ent- 
weder besitst G den Wert Nall oder aber den Wert ~~. 
um hierüber za entscheiden, addage man das nämliche 
Verfahren für den reziproken Quotienten 7,-t ein, der ja 

fSr a; =■ a gleichfalls die Unbestimmtheitsform — hat Dann 
gelangt man analog zu der, (10) entsprechenden Oleidiung: 

(u) 1 II m_ii=o 

d. h. entweder ist (? — oo oder wiederam ■= , , ; . 

Da aber der nach Voraussetzung als eindeutig existierende 
Grenzwert G eicht zugleich*) Null und Unendli<^ sein kann, 
so bleibt nur die andere Möglichkeit: 

*i ÜberdiM kOimte man, ftholiob wie im Texte, leigeD, dan — 
bei AiiMohliui der Möglichkeit (18) — Q jeden beliebig vorgegebenen 
Wert nnEonehmen im *t»nde w&re. 
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(12) o = H„£li±A) rw. 

Sollte aber aof der rechten Seite von (12) abermals eine 
der ünbestimmtsformen ^ resp. — auilrete», eo bStte man 

das Verfahren zu wiederholen, und ee ergebt sich ao 
die B^el: , . ,, 

n. „Wenn für /■(o)=co,m(a) = oolim^^4^ 
sich einem bestimmten Grenzwert nähert, 
80 ist er nach Massgabe der Kegel I auf- 
znsnchen, d. h. man differenziere ein- reep. 
mehreremal (aber gleich oft) f{x) nnd <p (x) 
und bilde für x = a den Quotienten der so 
entstehenden Ableitangen." 

Zwei weitere Unbestimmtheitslbrmen „oo — oo" tind 
„0 • oo" werden auf die B^el I resp. II znröckgeiuhrt. 

Denn soll der Grenzwert der Differenz ■ — t-t r-r 

fOr x^a ermittelt werden, falls ip(a) — 0, )^(a) = 0, eo 
liefert das Heraufmultiplizieren der Nenner: 

(ig. J: 1 ^_ x{^)-y{^) 

v(x) xi^) v(«)a:(«) ' 

d. h. einen Quotienten, der för a^ => a die ünbestimmtheits- 
fonn ^ hat. Hat man andererseite ein Produkt v(*)z(^)) 
wo tär x=^a y) versohwindet, x ^^' unendlich gross wird, 
80 schreibe man je naohdem: 

Z{x) y;{x) 

dann resultiert f&r x — a die Unbesdmmt^eite&nu ^ resp. — : 

m, „Die ünbestimmtheitaformen oo — oo, 
• oo werden unmittelbar auf die FSlle I 
resp. II zurückgeführt." 
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Eine weitere Gattung von Unbeatimmtheitsformen liefert 
die PotenzbUduDg. Ea liege eine Potenz*) f(x)ff.') vor, so 
können für einen Wert x^=a drei kritische Fälle eintreten, 
die eich der elementaren Potenzlehre entziehen: 

«) ft«)-0, y(»)-0, 

b) n«)-~, yW-o, 
0) A")-i, <pW-~. 

Man bediene sich dann der nämlichen Methode, die in 
§ 14 nnter 73, znr Aufsuchung des Diö'erentialquotienten 
einer Funktion von der Gestalt f{x)f'-^) führte; man setze: 

80 kommt: 

(15) lim f{a + *)?'«'+») = e*=H i, 

and da der Lc^aritbmus einer (positiven) Grösse, die den 
Grenzwert Null resp. Unendlich hat, selbst (negativ resp. 
positiv) unendlich gross wird, so subsumieren sich alle drei 
Fälle a) h) c) der Unbeetimmtsform • <x> (oder oo • 0) and 
damit der £egel III: 

TV. „Der Grenewert einet Potenz fix)'P'^^^ in 
den drei kritisobeu Fällen: o)/'(o)=-0, q>(a) = 0; 
b) m = ^, 9'(«) = 0; c) f{a)^l, .p(a) = «>, 
— wo die Konverganz gegen resp. oo stets 
von der positiven Seite ber erfolge — führt 
gemäss (15) auf die Unbestimmtheitsform 
• CO und ist daher nach Begel HE zu be- 
handeln."**) 



*) Wie biiber wird an der BeBohränkanff feitgahalten, dttss die 
Baais einer Potenz poutiv sei, dRBB also hier f(x) fSr lim X^ a tod 
der positiven Saite lier gegen Noll resp. Unendlich konvei^ert. Da 

weiter der Fall eines negativen gi (x) Bofort wegen f~^ ^ -^ anf ein 

poiitives <p(x) Eorflcbkommen würde, kOnnen wir nna anoh auf ein 
positivea qi (x) beechr&nken. 

**) Der Bcheinbar ebenfalls unbestimmte Wert, wenn f(a) = 0, 
gi(fl)^oo, erledigt siob gemäss (16) aofort dadorcb, dass die Potent 
dann die Form e^*''""' annimmt, also den Grenzwert resp. oo 
erbftlt, je nachdem y(a) positiv oder negativ unendlich grou wird. 
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Eine Beibe von Bei&pieleo möge zur Illustration und 
weiteren Äusiubrung der Kegels I bis IV dienen. 

Beispiele zu I. Formen ^. 

(') (^L.- {^.-_r i^Lr '(■•«' «'■ 

(s. 8 12 (IV)). 

(3) f'- + V"1 ...'--8«t^'" 

naob der B^el der Funktionen von Funktionen (§ 13 I) 
ist der Differentialquotient von f(x -\- h) — f[x) naeb Ä, 
wenn x -\- h lär den Augenblick als eine Zwischenvariable u 

du , . , df{u) 

3^ = 1, gleich 'j ^ - 

dA ' ^ d« 



eingeführt wird, da -^j- = 1, gleich , = /■' (m) =■ f(z + Ä) . 
Also kommt: ^f* «« 

wie ea nach der Definition des Difierentialqnotienten sein muss. 

Hiervon kann man «oh auch auf elementarem Wege fiber- 
zengen. Denn nach der Formel für die Summe der geo- 
metnBchen Reihe in der Gestalt § 6 (3) wird: 

a-8 — a^ = (x — a) {x* + xa + a^), x^ — a^^{x — o) {x + aj, 

x" — o° x^ +xa + a' 



Nunmehr kann man direkt x gegen a konvei^eren lassen, 
und erhält ffir den Grenzwert: 

a^ + a^ + a * 3g' 3 

a+ffl 2o ~2"' _ , 

U.,r,l,z<,d=vC-.ÜOgle 
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Anal«^ ist das aUgemeinere Beispiel | 
behandeln. 

Es kommt: 



Im besonderen also für n = 1 , o = 1 ei^ebt sieb der 
Grenzwert m, wie schon in § 2 S. 28 gefund^. Die dort 
ang^ebene elementare Methode würde auoh, wie leicht 
zu zeigen, für die Behandlung des allgemeineren Falles 

ausreiohen. 



(*■ 


— 


■»- 




w 




a" 




(5) 


/l 


- 


ixmic] 


l 


81D 


'X ) 



Auch hier kann man auf elementar-trigonometrischem 'Wege 
zu dem n&mlichen Ergebnis gelangen. Die Einführung des 

halben Winkels ^ liefert: 



sm'a; 
mitbin &a lim x = 



u: 



(6) 


( ' 


\ C ' 'i . 1 .' 


V-e-' 


^.. W + e— /... 1 + 1 2 


1 — srax — 


coaa;/j=o \ — coaic + sina: ) 



(8) 
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(9) 



0' co' 
ß cos x\ ( cos X I 



Folgende Beispiele zeigen die Notwendigkeit einer 
wiederholteD Differentlatiou. 



\ Gx^ — Gax /x=a 
_/ 6x—2a \ 4a 2 

(2cob2x — 2co8a;\ 



'X* — 2x — 2/j=o~ V 26* — 2« — 2 /:,=£ 

_ / — 4sin2x + 2eina;\ 

^\ 2^ — 2 )^ 

I — Scob22; + 2C0B2;\ 



2e 

-8 + 2\ 



(12) 



Beispiele zu II. Formel - 



Da: 

tga; cot 3a; 

tgSa; cotic ' 
so liegt nur eine andere Schreibweise, oder wenn man will, 

eine künstliche Umgestaltung der Unbestimmtheitsform ~r 
vor, und die S^el I liefert direkt: 

/cot3^\ I sin^3ig | ^[ smx \* 

* I 8in*a; I _j, * 

L ,-<,::, Google 
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Die nämliche ErsoheinuDg bietet sich dar bei: 



(13) 






2 ■ 



Ganz aoders dagegen verhält es eich bei dem wichtigen 
Beispiele: 

(") ©.„■ 

ZuoächBt ist es ein wesentlicher Unterschied, ob x positiv 
oder negativ ins Unendliche wächst. Im letzteren Falle 

setze man a; = — «, dann wird — = = und 

X — « «e" 

man sieht, dass diese Funktion für ein positives, stets 
wachsendes m unter jede Grenze sinkt. 

Es kommt also hier nur der andere Fall in Betracht, 
. dass X positiv unendlich gross wird. Man verstehe unter 
X = (o ii^nd einen beliebig, aber fest gewählten, wenn auch 
noch so grossen (positiven) Wert von x, und unter n + 1 
die nächst höhere natürliche Zahl. Dann liefert die Beihen- 
entwickelung (Va) des § 12 für e''; 

m M^ CO"-! 

''-i + i!+2T + - + (^^rijT + *'. 
Ä.<^ — '^ . 



» + i 

Somit ergiebt sich durch Unt«rdrücknng des positiven 
Restes ij„ die Ungleichung: 

und nach Division mit a>: 
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Hier ist die rechte Seite eüi Aggregat von lauter positiven 

I jeden, 

beliebig vorg^ebeoen, noch so grossen Wert überschreitet. 
Um BO mehr gilt also dasselbe fSr die linke Seite, mit 
anderen Worten, es ist, wenn ein beliebig Grosswerden 
eines positiven x mit rc = + oo bezeichnet wd : 

(14) lim — = + oo. 

Damit ist nicht nur die Existenz des Grenzwertes | — ) 

daigethan, sondern auch der letztere selbst ermittelt. Als 
Kontrolle kann man hinterher die Regel H heranziehen: 

Der oben auf Grmid der Beihenentwiokelong von e' 
g^iebene Beweis bleibt offenbar auch für die Untersuchung 

von ( — j gültig, wenn /j. einen positiven Exponenten 

bedeutet, es kommt analog: 

Auch die Eontrolle lässt sich auf Grand von II in der- 
selben Art dnrchföbren: denn ist f* eine natürliche Zahl ^ m, 
so erhält man nach m-maliger DifTerentiaüon: 

/e* \ ( («"O'"' 1 1 

W„+. ~ ( j;^ j„+. ~ SS (''>"+- - + °°- 

Ist dag^Bi ft nicht eine natürliche Zahl, sondern awi- 
sohen den beiden natürlichen Zahlen m — 1 und m (inkl. 1) 
enäialten, so liefert m-maliges Differenzieren; 

!l] _ (M'"' \ j ?_ 

«'^. + . ((IC)!"' !,- + ." /«t« — !)...(/■ 

1 , . „_,, 

- ^(^-»...iM-m+lf >■-+ 



»-l-i)U''-W«=+„ 
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und da jetet m — fi em positiver Exponent ist, resultiert in 
der That der Grenzwert + =*>■ 

Man kann das Ergebnis auch dahin ausdrucken, dass 
für ein ins Unendliche wachsendes positives x die Funktion e* 
unendlich viel stärker (positiv) unendlich wird, ak eine 
Potenz X'' mit beliebig, aber fest gewähltem, positivem 
£xponeäten. 

Das Ergebnis (14) resp. (14a) kann dazu dienen, um 
zwei weitere wichtige Grenzwerte zu erniitteln, die durt^ 
Einführung der Umkehrnng der £lxponentionaliiünktion ent- 
stehen. Das ist erstens: 



(16) 



\lx/x 



Man setze Ix ^u, also x = e", so wird j- -= — , und 
auf Grund von (14) kommt unmittelbar: ** 



Allgemeiner, wenn ( ^] (/* > 0) bestimmt werden 

soll, 80 setze tat 



\lxL 



Xf flXl* flXl^ 

Ix'^ ~(Äix^ l(x'*)' 
und föhrt man hier x''=v als unabhängige Variable ein, 
so kommt man direkt auf (15) zurück, also wird; 

oder auch: 

in Worten: Der Logarithmus einer positiv ins unendliche 
wachsenden Grösse x wird unendlich schwächer (positiv) 
unendlich als eine Potenz xf mit beliebig, aber wst ge- 
wähltem, positivem Exponenten. 

Die Kontrolle von (15) gemäss Regel H giebt sofort: 
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Zweitens ^erde vorgelegt: 



(16) 



(II 



Man denke sidL das positive x bereite < 1 und setze 
lx = — u, d, li. a: = e— " , so konvei^ert m mit positiv gegen 
Nnll abnehmendem x positiv g^en Unendbch. Damit 
geht (16) fiber in: 



(16) 



= 0, 



Beispiele für 111. A. Formen 

U — 1 ~ T»J 



tu — 


C^-ij 


1 


— 1 



(17) 



\(x — 1] - + li \ 

mid nach nochmaliger Differentiation: 

1 1 



(» 



' ' l8ina!"^!(l— «)/,_, l «lna:!(l — «) J, 



-+i(l— j:)c08a;| 



nnd nach nochmaliger Differentiation: 
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( 1 



BID X COS X COS X 



(1 Xy l — X l — X 

— 1 1 



■H\-X)^ 



-1 — 1 2 " 



B. Formen • oo. 

(20) {«'('+äL.- 

Man fnhre hier u = — ein, so gelit (20) über in: 

(21) {»-''*l4„rfirir) 



2^)„, 



(22) 



tg (a: — ») 
1 1 



'FT")' 
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(23) «,_.i„^),g,> (i^^) 



1^ 



(24) («;»)„„ 

Da xlx = 



(25) {(l 



Beispiele zu IV. 

=j'<ha'>L„_j-'('+ai„ 



Da der im Exponenten von e stehende Grenzwert 
nach (20) den Wert 1 besitzt, so ei^ebt sich: 

(^^' {hl)'}...-'' 

in Übereinstimmung mit § 12 (1), 8. 126. 

(26) (a:«),^o= e<'<^^>-«= e<-'^).=»= i, 

da der Grenzwert der Exponenten von e gemäss (24) gleich 
Null ist. 

Es stellt sich demnach das Ergebnis heraus, dass der 
Satz II des § 1, wonach a" (a>0) mit gegen Null ab- 
nehmeDdem fbcponenten gegen 1 konvei^ert, gültig bleibt, 
wenn auch die Basis a selbst, genau so wie der Exponent, 
gegen Kuli konvei^iert. 



.,Ui)U.,A=..=i, 



(27) \x- 

da der Grenzwert des Exponenten von e nach (15) gleich 
Null ist. 

Der Fall (27) ist aber auch dir^t auf (26) zurück- 

führbar, wenn man x^=— setzt. Dann wird: 
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mithio: 

§ 18. Haxima nnd Hinima toh Funktionen 
einer Tariabeln. 

Es sei f{x) eine — wenigstens in einem gewissen Inter- 
valle, snf das sich die Betrachtnng beschränken soll — 
stetige Funktion von x, und o eine bdiebige Stelle des Inter- 
valles. Auf beiden Seiten von a denke man sich ein ge- 
nügend kleines Teilintervall von der Länge £ abgf^renzt: 
das Intervall von a — e bis a-\-t heisse die „Umgebung" 
oder die „Nachbarschaft" der Stelle a. W^irend sich 
die Variable x von a — £ über a bis a -\- e stetig verändert, 
wird die Funktion f(x), falls nur t hinreichend klein ge- 
wäidt ist, im allgemeinen, d. h. wenn a keine Äusnahmestelle 
ist, entweder im Zunehmen oder aber im Abnehmen \>e^pSea 
sein; die beiden Differenzen f[a) — f{a — e) und f{a) — f{a + e) 
werden also Werte von entgegengesetztem Vorzeichen („un- 
gleichnamige" Werte) sein. Man sagt dann, dass die Zunähme 
resp. Abnahme von f(x) „an der Stelle" a stettfinde. Im 
besonderen kann jedoch a eine solche Stelle sein — me 
heisee dann eine „singulare" — dass die beiden Differenzen, 
wie klein auch e werae, Werte von demselben Vorzeichen 
^gleichnamige" Werte) darstellen; in diesem Falle sagt man, 
dass die Funktion für 37 = a einen „extremen" Wert (ein 
„Extremum") besitze, und zwar ein ,jMaximum", wenn 
das gemeinsame Vorzeichen ein positives, ein „Minimum", 
wenn es ein negatives ist ,•} 

Mit anderen Worten, und es entspricht das im wesent- 
lichen der unmittelbaren Auffassung eines grössten resp. 
kleinsten Wertes, es ist f(a) ein Ma^mum, wenn f{x) für 
X — a einen grösseren Wert annimmt, als ffir Werte x, die 
sich auf beiden Seiten in immittelbarer Nachbarschaft von a 
befinden, und f{a) ist ein Minimum, wenn f(x) für x^a 

*) Diesa Definition de> Mftximami resp. MinimiimiiEeDfigt bereits 
bei manchen Anfgeben zur Ermittelang der extremen Werte. 
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einen kleineren Wert annimmt, als für Nachbarwerte von x. 
Eine derartige Beschränkung auf die immittelbare Nachbar- 
schaft von o, d. h. auf Werte a + e, mit einem hinreichend 
kleinen e ist für die Definition eines extremen Wertes 
von / {x) notwendig, da es sehr wohl vorkommen kann, 
dass eine Funktion von x in einem voi^;^ehenen Intervalle 
mehrere, selbst unbegrenzt viele extreme Werte aufweisen 
kann. Es handelt sich danim, solche extremen Werte einer 
Funktion durch analytische Kriterien zu charakterisieren. 

Zur Vorbereitung wird man vorerst ein Kriterium auf- 
stellen, das die beiden Fälle der Zunahme resp. Abnahme 
von f[x) an eioer nichtsingulären Stelle a zu trennen gestattet. 

Es geschieht das am durchsichtigsten wiederum auf 
Grund des Mittelwertsatzes (§ 15 Hl). Vorausgesetzt, dass 
auch f {x) im Intervalle {a ~ e, a -\- s) eindeutig bestimmt 
und stetig ist, so wird für eine positive Grösse 5 < £: 

m<t) — f{a -&) = df'{a-&^d), < ^i< 1. 

Soll nun / (x) an der Stelle a im Zunehmen begriffen 
sein, so messen die beiden Differenzen linkerhand von (1) 
positiv sein und es auch bleiben, wie klein man s wähle, 
nnd umgekehrt; mitbin müssen auch f'(a -\- &S) nnd 
t'{a — ^jd) positiv sein. 

Da aber sowohl a+ &d wie a — tf, 3 für beliebig ab- 
nehmendes e, da ä ^ e, gegen a honvei^ieren, so mnss auch 
der Wert von /*(a) selbst positiv ausfallen. Umgekehrt, 
wenn f'{a) positiv ist, so muss es in Anbetracht der voraus- 
gesetzten Stetigkeit von f'(x) möglich sein, ein hinreichend 
kleines Intervall {a — S, a + S) abzugrenzen, so, dass auch 
innerhalb dieses Intervalles f'{x) positiv bleibt; dann ^ler 
sind auch die linken Seiten von (1) positive Werte, und t(x) 
nimmt an der Stelle a zu. 

Genau die analoge Überlegung greift Platz im Falle 
einer Abnahme von f{x) an der Stelle a; eine solche ist 
dadurch charakterisiert, dass die Unken Seiten von (1) 
gleichzeitig negative Werte annehmen; das ist wiederum nur 
so möglich, dass f (a) negativ ausfällt, und rückwärts 
Bchliesst man wiederum von der Negativität von f (a) auf 
die der rechten und damit der linken Seiten von (1). 
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Damit ist das gewünschte Eriterium für die Zunahme 
resp. Abnahme einer Funktion fix) an einer Stelle a er- 
mittelt: 

I. „Eine in der Umgebung einer Stelle a 
nebst ihrer ersten Ableitung f (x) stetige 
Funktion f(x) ist an der Stelle x = a im Zu- 
nehmen reap. Abnehmen begriffen, je nach- 
dem f'{x) einen, von Null verschiedenen, 
positiven resp. negativen Wert besitzt, und 
umgekehrt." 
So nimmt beispielsweise die Funktion sin:c im ersten 
Quadranten beständig zu, da daselbst überall (sin ^') — cos x 
positiv ist, dagegen im zweiten Quadranten beständig ab, 
da daselbst überall aysx negativ ist 

Femer nimmt a' (a > 0) bei wachsendem x stets zu 
resp. ab, je nachdem {a*y= a'la, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, je nachdem la positiv oder negativ, d. h. je 
nachdem a > 1 oder < 1 ist. 

Da (Ig^-^ ' 

wachsendem (positiven) x Ig^j stets zu, im besond^^n 
also aach der natürliche Lc^rithmus Ix. 

Die Regel I lässt es nunmehr als plausibel erscheinen, 
dass f{x) an der Stelle x — a nur dann einen extremen 
Wert besitzen wird, wenn f'{a) = ist. In der That müssen 
unter der Voraussetzung eines extremen Wertes f{a) die 
linken, also auch die rechten Seiten von (1) ungleichnamig 
sein, mithin auch /"'(a + ^d) und /'(o — ^±ä}, wie klein 
auch d gewählt sei. Da aber nach dem Hil&satz H des 
§ 15 die im Intervalle (a — d, a -\- ö) stetige Funktion f'{x), 
falls daselbst auch ihre erste Ableitung i. e. f"{x) stetig ist, 
mindestens einmal iur einen Wert zwischen a-'r&d und 
a — &id verschwinden muss, und ein solcher Wert bei be- 
liebig abnehmendem d selbst gegen a konvergiert, so folgt 
das Verschwinden von f'[a). 

Schwieriger ist die Beantwortung der umgekehrten Fr^e, 
ob resp. wann das Verschwinden von f'(ti) einen extremen 
Wert von f(a) nach sich zieht, und, wenn das der Fall, 
ob dieser extreme Wert einem Maximum oder aber einem 
Minimum von f{x) zugehört? 
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Nach der vorausgesetzten Stetigkeit von f'{x} und f"ix) 
im Intervalle {a — d, a + d) ist, wiederum auf Grund des 
Mittelwerteatzes : 

, . f'(a + &S) =f'{a) + &df"{a + &,&d), (0 < ,?, < 1), 
^' f{a~■&^S) = f'{a) — ^^^f"ia~■&s&^S), {0<-9g<l). 
Es sei jetzt f'(a) = 0. Danii geht (1) unter Benutzung 
von (2j fiber in: 

f{a + &)-f{a) = #<iV"(« + ^,^S), 
> fia~d) — fia) = &^d'r(a — -»t^iS}. 

Der bestoidere Fall, dasa auch f"{a)^0 ist, bleibe 
vor der Hand aufschlössen. Weist f{x) an der Stelle x = a 
ein Maximum auf, so müssen die linken, also auch die 
re<^ten Seiten von (3), somit auch f"{a -[- ^^Sd) und 
f"{a — ■&a-&iS) gleichzeitig negative Werte annehmen, wie 
klein auch d sei. Das ist aber wegen der Stetigkeit von 
f"{x) und, da f"{a)^0, nur so mißlich, dass f"{ä) selbst 
negativ anslallt. Genau in derselben Weise erkennt man, 
dass im Falle eines Minimums f{a) der Wert von f'ia) 
positiv ausfallen muss. 

Diese Schlüsse sind wieder umkehrbar. Ist f"{a) 
negativ, so muss sich fOr ein hinreichend kleines ö ein 
Intervall {a — d, a + S) abgrenzen lassen, dass innerhalb 
desselben t"{a;), also auch f"(a + &,-9S), /""(« — l^g^i^) 
negativ bleiben; dann sind aber auch die linken Seiten von (3) 
n^tive Werte und es tritt ein Maximum f(a) ein. Genau 
ebenso schliesst man von einem positiven f"(a) auf ein 
Minimum f(a). Diese Umkehrungen versagen aber, sobald 
f"{a) selbst Null ist. Fflr diesen neuen Ausnahmefall ist 
das eingeschl^ene Verfahren abermals fortzusetzen, und es 
kommt, auch die Stetigkeit von f"'(x) an der Stelle x = a 
vorausgesetzt: 

/■(a + s) — f(ä) -= i?i,i?MY"H« + ^i^2^d), < #4 < 1). 

T(«) — fC« — <S) = ^»öJ<SV'"(« — ^5^»'?1'5)- (0<d5<l). 

Ist hier f^^^{a) von Null verschieden, so treten die näm- 

Kchen Schlüsse ein, wie in dem ursprünglichen Falle, wo f (a) 

von Null verschieden war; je nachdem /"'*>(«) positiv oder 

n^ativ ausfallt, ist f{x) an der Stelle a; = a im Zunehmen 
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resp. Abnehmen begriffen, rnid man hat ea demnach nicht 
mit einem extremen Werte zu thun. 

Ist dagegen auch f^^^{a) = 0, und /''**(a;) an der 
Stelle X = a stetig, so liefert der Mittelwertsatz tlie Fort- 
entwickelung von (4): 

„,n» + ä) — fi") - OtO'.O'^f" la + «.*, «, »d), (0 < «, < 1), 

(5) o . . „^ 

f{a -d) — f{a) = '9t&l&Ut'-{a - *,ös^3'?i<')- (0 < Ö-^ < 1). 

Für /■«>(«) 4^0 hat der nämliche Schluss Geltung, wie oben 
bei /■'(«) = 0, /"(a)=|=0: je nachdem /"'"(o) n^ativ oder 
positiv, tritt für X ^a eta Maximum resp. Minimum von 
/(«) ein. 

Ist aber auch f'*'' = 0, so geht man wiederum in der 
augezeigten Weise fort u. s. w-; bei jedesmaligem Fort- 
schreiten erhält die rechte Seite der zweiten Gleichung (3), 
(4), (5) ... ein neues negatives Vorzeichen, oder, wenn man 
dasselbe auf die linke Seite wirft, so hat die letztere ab- 
wechsebid die Gestalt f{a — d) — f(a), f(a) — f(a — d), 
f{a — 6) — / (a) u. s. w. 

Hieraus fliesst die allgemeine Gegel: 

n. Eine Funktion f{x) sei an der Stelle 
x = a nebst ihrer ersten und zweiten Ab- 
leitung stetig, und f"{a)^0. Dann ist das 
Kriterium für einen extremen Wert von f{x) 
an der Stelle a; = a das Verschwinden von 
t'(a), und zwar für ein Maximum bei f"{a) < 0, 
für ein Minimum bei /""(«) >0. 

Ist dagegen auch f"{a) = 0, so verstehe 
man unter der w*™ Ableitung /"^ die erste 
in der Reihe der Ableitungen von f, die für 
X ^a nicht verschwindet: 

Dann ist für ein gerades » das Kriterium 
eines extremen Wertes f{a) erfüllt, und zwar 
für ein Maximum resp. Minimum von /, 
je nachdem /'"*(a) negativ resp. positiv 
ausfällt. 

Dagegen ist für ein ungeradea n das 
Kriterium für Zunahme resp. Abnahme von / 
an der Stelle a erfüllt, je nachdem /^"'(a) 
positiv resp. negativ ist. 
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Hierbei ist vorausgesetzt, dass f{x) nebst 

allen Ableitungen bis zur rt*^ inkl. an der 

Stelle x^-^a, d.h. in einer hinreichend kleinen 

Umgebung von a stetig ist 

Diese Begel möge noch auf den in § 13 behandelten Fall 

ausgedehnt werden, wo die Funktion f, deren extreme Werte in 

einem Intervalle gesucht werden, zunächst als Funktion zweier 

Variabein x, y erscheint, die selbst wieder von einer dritten 

Variabein t abhingen. Es trete aber hier die Beschränkung 

auf den in den Anwendungen besonders häufig eintretenden 

Fall ein, dass man von vornherein weiss, dass xa eiaem 

vorgegebenen Intervalle die Funktion wenigstens ein Maximum 

resp. Minimum besitzt Dann weiss man, wie oben betont 

wurde, dass an der fraeliehen Stelle -rr verschwinden muss: 
besitzt überdies die Gleichung tt =- innerhalb des Inter- 
valles nur eine einzige Lösung, so ist die Aufgabe erled^ 
ohne dass man die zweite Ableitung -ri^) deren explizite 

Aufstellung und Untersuchung oft umständlicher ist, zu 
untersuchen braucht. 

Dei einfachere Fall ist der, wenn x, y explizite Funk- 
tionen von t sind: 

(6) x = g{t),y^h{C); 

es ist dann nach § 13, IVa: 

^^ dt Sx dt '^ By dt 

gleich Null zu setzen. 

Nicht ganz so einfach ist der andere, häufiger sich 
darbietende Fall, wenn y implizite als Funktion von t=x 
vorliegt, d. h. wenn x, y durch eine Eelation verbunden sind: 
(8) q>{x,y)-(i. 

Dann ist nach § 13, IVj-: 



j.u,i,zt!dbvGoogIe 





' dx 
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dip 

"ei 


d<p 
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Für den vorausgesetzten extremen Wert von f{x) ist 

-;— deich Kuli zu aetaen: multipliziert man dami die erste 

Gleichung mit ^, die zweite mit ^— und subtrahiert, so 

folgt das Verschwinden der Fnnktionaldeterminante (a. § 13, 
(63)) von f aad <f>: 

eine Gleichung, die im Verein mit (8), das unbekannte 
Maximum resp. ^Minimum von /, als Funktion von x be- 
traditet, zu finden gestattet. 
£s gilt also die Regel*): 

Ha. „Die extremen Werte einer Funktion 
fi^t p)i ■'^o ^) y *>i *i^ß Relation {,Neben- 
iedingung') (8) q>(x, y) = gebunden sind, be- 
finden sich unter den gemeinsamen Lösungen 
der beiden Gleichungen 97 = 0, fiipt — ^"Pi 

— (10). Besitzt im besonderen f(x, y) inner- 
halb eines vorgelegten Intervalles wenigstens 
&,n Maximum resp. Minimum, und lassen 
andererseits die Gleichungen 91 = 0, f^fpi 

— /a9^i = innerhalb des Intervalles nur eine 
gemeinsame Lösung {x, y) zu, so ist diese 
die dem fraglichen Maximum resp. Minimum 
zugehörige." 

Mao bemerke, dass die Gleichung (10) dieselbe bleibt, 
auch wenn (8) von der allgemeineren Gestalt ist: 
(8a) 'P{x,y)--e, 

wo c ein gegebener fester Wert ist 

Nun ereignet es sich öfters, dass schon die Gleichung (10) 
allein die nach Voraussetzung einzige Lösung der Au^abe 
liefert; für diesen besonderen Fall kann man folgern, dass 
diese Lösung zugleich auch die der anderen, parallel laufen- 



*) Diese Regel läset sich mittele des «nf n Variable aasgedehnten 
Satzes ly-f des § 18 and mittels der Algebra der lioeareD QleiclioDgen 

(s. diese Sammlung, Bd. VI, g 46) auf den Fall einer Fanktion von 
n Variabein erweitern, zwischen denen n — 1 Relationen (Neben- 
bedinguDgen) bestehen. 



§ 18. Beüpiele fttr Muim» nnd Afinimk. 231 

den Aufgabe ist, den extremen Wert von ip {x, y) zn finden, 
während x, y an die Bedingung / (ar, y) = c, gebunden sind, 
wo wiederum c^ eine gegebene £onBtante bedeutet (s. unten 
die Au^be 5). 

Es wird nützlich sein, die dai^legte Theorie der 
extremen Werte an einer Beihe instruktiver Beispiele zu 
erproben, die zumeist dem Gebiete der Geomeüie ent^ 
Dommen werden sollen. 

Beispiele. 

1. /(a:) = 8ina:. 

Da {siiLxy=cosx innerhalb der ersten vier Quadranten, 
d.h. 

verschwindet, und (8ina:)"= — 

fiir X = -^ den Wert + 1 annimmt, so folgt unmittelbar 

das aus den Elementen der Trigonometrie (s. diese Sanunlung, 
Bd. m, § 31) wohlbekannte Etgebnis, dass sin x innerhalb 
der ersten vier Quadranten einen und nur einen Maximal- 
wert (nämlich -|~ 1) ^ ^ ^ ö besitzt, und einen und nur 
einen Minimalwert (nämlich — 1) für x — — . 

[Ganz entsprechend hat cosa; sein Maximum (+ 1) an der 
Stelle a; = 0, und sein Minimum ( — 1) an der Stelle x = jr.] 

Die Regel über das Maximum des Sinus gestattet zahlreiche 
Anwendungen, von denen einige au%efuhrt werden mögen. 

2. Au%abei ^ob grösst«, einem Kreise einbeschrie^ne 
Rechteck aufzusudien," 

Man wähle die Richtungen der beiden Durchmesser, 
die zu den Seiten eines, dem Kreise — mit dem Centrum 
und dem Radius a — einbeschriebenen Rechteckes parallel 
sind, als Koordinatenaclisen. Der auf dem Bogen des ersten 
Quadranten gelegene Eckpunkt des Rechtecks sei {x, y). 
Der Inhalt J des Rechteckes ißt dann: 

J= ixy, 
oder, bei Einführung von Polarkoordinaten a, <p, wo ulao tp 
ein Winkel des ersten Quadranten ist; 
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J= 4o* sinp cos<p == 2a^ sinSy = 2a* siny, 
wo niinmehr ^ = 291 das Intervall bis jt durchläuft, für 
deseeo Endwerte offenbar J den "Wert Null hat Aus der 
stetigen Änderung von J geht hervor, dass J mindestens 
ein Maximum besitzen wird. In der That hat sin^ nach der 

Aufgabe 1. nur das eine Maximum für y}^~, d. i. fiir 
y = j . Dann aber stehen die beiden Diagonalen des Recht- 
ecks senkrecht auf einander, das Rechteck wird daher eu 
einem Quadrat mit dem Inhalt 2a\ wie sich auch tr^ono- 

metriech sofort bestäti^i, da cos — = sm ~ = ~. 

^' 4 4 yä 

Man kann in diesem Falle auch die Regel Ha heran- 
ziehen. Es ist: 

^ 8J , ^ dj ^ 

^ 6x oy 

y ^ a:* + yä — a' = 0, (p^^-^ = 2x, q>^=.^ = 2y, 

dx ey 

also: 

^{J,<Pt—J^(p^) = yi-x' = 0, 

somit y = X, da man sich auf positive x, y beschränken 
konnte. 

Es ^It also: 

„Das grösste, einemKreise einbeschriebene 
Rechteck ist ein Quadrat, dessen Ecken duroh 
die Endpunkte irgend zweier, auf einander 
senkrechter Durchmesser gebildet werden." 
Das Ei^bnis kann unschwer auf eine Ellipse aus- 
gedehnt werden. Nach den Elementen (s. diese Sammlung, 
Bd. VIII, § 44) müssen die Seiten eines der Ellipse ein- 
beschriebenen Rechtecks parallel den Achsen der Ellipse sein. 
Sind a, b die Längen der Halbachsen — deren Richtungen 
zu Koordinatenachsen (§ 5, (26)) gewählt werden — , tp die 
excentrische Anomalie, also x = a cos 93, y =~ & sin tp, 
wo (x, y) wiederum der auf dem Bogen des ersten 
Quadranten der Ellipse gelegene Eckpunkt des Rechteckes 
sei, so wird: 
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J= i^xy = 2ab ein2<p, 

80 diiBS wiederum für 91 = - das Maximalrechteck mit dem 
Inhalte 2o6 eintritt. * 

HierauB ist die geometrische Konstruktion dieses Rechte 
eckea sofort ableitbar: „Man schlage um das Centrum der 
Ellipse einen Kreis mit dem Radius b; durch den Mittel- 
punkt des durch den ersten Quadranten dieses Kreises 
gebildeten Bogens lege man eine Parallele zur Richtung 
von a, die die Ellipse in P^, Pj treffe. Durch P^, Pj lege 
man noch je eine Parallele zur Richtung von b, die die 
Ellipse noch in Pg resp. P^ treffe. Dann sind P^, P^. Pj, P« 
die Ecken des der Ellipse einbeschriebenen Rechteckes von 
grösstcm Inhalte." 

Die Rege! Ha dieoe wieder zur Bestätigung. Es ist jetzt: 

„_^* y* 1 n ^* 2^ 



mithin; 






Da aber andererseits - 



tg9?=l, <p = ^. 

Die Lösung der vorstehenden Aufgabe wird praktisch 
z. B. verwendet bei der forstlichen Aufgabe, aus einem 
Baumstamme von der Gestalt eines geraden Kreiscylinders 
mit elliptischer Basis einen Quaderbalken von grösstem 
Volumen auszuschneiden. Die Grundfläche dieses Quaders 
bildet eben das der Ellipse einbeschriebene grösste Rechteck. 

3. Angabe: ,J)en Inhalt A eines Dreiecks mit zwei 
gegebenen Seiten a, b zu einem Maximum zu machen." 

Sei X der von a, b eiogeschlossene Winkel, so wird 

2A = absinx, wird also ein Maximum für x^—, d. h. för 
ein rechtwinkeliges Dreieck: 



...v.uu^^iC 
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„Von allen Dreiecken mit zwei gegebenen 
Seiten a, b besitzt das rechtwinkelige mit 
den Katheten o, b den grössten Inhalt" 

4. Aufgabe: „Von einem Punkte der M>ene gdwai 
zwei geradlinige Richtungen aus; innerhalb des so gebildeten 
Winkels co sei ein PuÄt P markiert. Man eoU durch P 
eine Gerade legen, die aus dem Winkel to ein Dreieck von 
kleinstem Inhalt ausschneidet." 

Die Figur 12 zeigt sofort, dase nicht jede Gerade durch P 
mit den Schenkeln von o» ein Dreieck begrenzt, dass viel- 
mehr die Geraden, die das 
thuD, einem gewissen Winkel- 
raum {mit der Spitze P) an- 
gehören. Man l^e nämlicb 
durch P zu den Schenkeln von 
o» je eine Parallele. Dreht man 
dann eine Gerade durch P aus 
der Lage der einen Parallelen 
über hinweg bis in die Lage 
p. j2 der anderen Parallelen, so sind 

alleGeradendessobestJmmten 
Winkelraumes auszuschliessen, da sie von den beiden Schenkeln 
von o) je nur den einen trefTen, den anderen aber erst in 
seiner Verlängerung (über hinaus). 

Dreht man dagegen die Gerade durch P in umgekehrter 
Bichtung von der einen Parallelen bis zur anderen, BO trifft; 
sie in jeder Lage, die Parallelen selbst au^enommen, beide 
Schenkel von to. 

Den beiden Parallelen als Grenzlagen entspricht je ein 
„uneigentlichea" Dreieck (von dem Ewei Seiten parallel sind), 
dessen Inhalt offenbar unendlich groas ist. Somit mnss der 
fragliche Dreiecksinhalt wenigstens einmal zu einem Minimum 
werden. Da wir aber bei der Aufsuchung der extremen 
Werte einer Funktion f{x) in einem vorgelegten Intervalle 
vorausgesetzt haben, dass / (x) innerhalb des Intervalles, die 
Endpunkte eingeschlossen, stetig sei, also im besonderen 
auch nicht unendlich gross werde, so werden wir im vor- 
liegenden Falle, um nicht in Schwierigkeiten zu geraten, 

den reziproken Wert -j des zu untersuchenden Dreiecks- 
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Inhaltes 4 als die Funktion einfuhren, deren extreme Wert« 
beatimmt werden sollen; jedem Minimiim von A korrespondiert 

dann ein Maximam von -^ und umgekehrt. Nach diesea 
Vorbetrachtungen gehen wir zur Rechnung über. 

Man wird die beiden Schenkel von m als positive 
Richtungen eines Parallelkoordinaten Systems (f, tj) b^ützen: 
Der Punkt P habe die gegebenen Koordinaten 1^, ij^. Eine 
Gerade durch P schneide auf den Achsen resp. die Längen 
Uf V aus, dann ist ihre Gleichmig: 

^^ = 1; 

UV 

da aber die Gerade durch P gehen soll, so ist demnach die 
Relation : 



erfüllt. Andererseits ist der doppelte Inhalt 2 J des in Rede 
stehenden Dreiecks: 

2J =MVsina). 

Da der reziproke Inhalt ~ eingefflhrt werden soll, so 
wird man auch die reziproken Werte u, v: 



als veränderliche Grössen einfuhren, dann i 



Hieraus ergiebt sich sofort, 


da ^ = 


I — f 
Vi 

: 


■i^.fOr 


1 
2d 


als die 


vorzulegende 


Funktion f(x) 


von X 








m= 


1 1 

2A jjisinto 


x(l- 


-M- 


X — X 

%8in 


0> 




Man hal 


; unmittelbar: 














fW ' 


-(l- 


s^h)- 


= 0, 








f^"> „.in. 














..L 


ioogle 
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und damit rc=- = ;r~-, d. i. « = 2^^, woraus weiter, im 



Das» die gefundene Lösung einem Maximum von -j 

entspricht, ersieht man auch analytisch sofort aus dem 
negativen Wert der zweiten Ableitung von f(x): 

' t}, sm o) 

Es werde wiederum zur Bestätigung die ß^;el IIa 

Hn cu 1 . , , . 

— ^— - -j 2M emem Maximum 

wird, so legen wir am einfachsten als die Funktion f(x, y), 

deren Maximum zu finden ist, die folgende zu Grunde: 

f(x, y) = xy, 9= ^ f^a: + jj,y — 1 = 0. 

Dann wird: 



1- 


f.- 




<Pl = 




-f., 9", 




/•.«>.- 


hVi 


= yii- 


xh' 


-0, i 


e.«{.- 


l»!. 



/,-- 



und dies in q? =0 eingesetzt, liefert 2xii = 2yt]i = 
i. e. wiedemm : 



„Man erhält also die gesuchte Gerade 
durch P, die aus dem AVinkel co ein Dreieek 
von kleinstem Inhalt ausschneidet, indem 
man die Länge der Abscisse ^^ von P (oder 
auch die Länge der Ordinate tji) von ihrem 
Endpunkt auf der betreffenden Achse noch 
einmal nach der unbegrenzten Seite des 
bez. Schenkels hin abträgt und den so er- 
haltenen Endpunkt mit P verbindet," 
Hieran lassen sich einige interessante geometriBche 
Folgerungen anknüpfen. Ein Blick auf die Figur zeigt, dass 
vermöge des Ähnlichkeitssatzes der Planimetrie das zwischen 
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den Schenkeln von <a Übende Stück der durch J gehenden, 
die Aufgabe löBenden Geraden in P halbiert wird (und um- 
gekehrt, wollte man eine Gerade durch P mit der letzteren 
Eigenschaft suchen, so müsste es, wiederum auf Grund dea 
Ähnlich keitsaatzes, eben die in Rede stehende Gerade sein). 
Nun ist ans der analytischen Geometrie bekannt (s. diese 
Sammlung, Bd. VHI, § 46), dass genau die nämliche Eigen- 
schaft der Tangente in P an die Hyperbel zukommt, die 
die beiden Schenkel von o) «u Asymptoten besitst und 
durch P hindurchgeht. Somit hat man folgenden Satz für 
die Hyperbel: 

„Die Tangente der Hyperbel in irgend 
einem ihrer Punkte P scnoeidet ans den 
Asymptoten ein Dreieck von kleinstem In- 
halt aus." 

5. Doppel- Aufgabe. „Von einem geraden Kreiscylinder 
habe das Volumen resp. die Oberfläche eine gegebene Grösse, 
welches ist der extreme Wert ffir die Grösse der Oberfläche 
resp. des Volumens?" 

Es bedeute r den Kadius des Grundkreises, h die Höhe 
eines genulen Kreiscyl Inders, so sind das Volumen Y und 
die Oberfläche bestimmt durch die Formeln {a. die Stereo- 
metrie dieser Sammlung): 

V 

Da mit V auch F^ =- — und mit auch Oi = s— je 

einen extremen Wert annimmt, so besteht die erste Auf- 
gabe darin, wenn V^ = r*A einen g^ebenen Wert c bat, 
Oj^=—r^+rh zu einem extremen Wert zu machen. 

Setzt man den Wert Ä =■ -r in 0. ein, so kommt : 

Die Forderung f{r) = liefert i^=^, also für r den 
einen (reellen) Wert: 



-n=m- 



j.u,i,zt!dbvGoogIe 
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der mit Rücksicht auf den positiven Wert von ftf) cioan 
Ifinimam von entspricht. Um den zugehörigen Wert 
von h zu berechnen, bilde man lieber das Yeriiältnis 
von h zu r: 

2 

Bei der zweiten Äu^be hat Oi = =— — r*+rÄ einen 

g^;ebenen Wert y, während V^— — =-r'h zu einem Ex- 

tremom gemacht werden soll. Vermöge der Einsetzung 

von h=-- geht Fj über in: 

r, = F(r) ^yr — r», J*(r) ■= r — 3r«, F"{r) = — Gr. 

Für F'{r) = ergiebt sich der eine (reelle) positive 
Wert, der wegen des negativen Wertes von F"[r) einem 
Maximum von V korrespondiert: 





r =- 


+ 


^^- 


m 




Zur 


Bestimmung 


von 


h büde I 


nan wiedenim 


kürzer: 




* r 

r~ r' 


1 = 


r 

3 


3-1-2, 





^l/f-j/S- 



FoeBt man das Wesentliche für beide Aufgaben zu- 
sammen, so hat man den Satz: 

„Unter allen geraden Kreiscylindern mit 
vorgegebenem Volumen resp. vorgegebener 
Oberfläche hat derjenige die kleinste Ober- 
fläche resp. das grösste Volumen, dessen 
Höhe gleich dem Durchmesser des Grund- 
kreises ist." 
DasB in der That bei der ersten Aufgabe wenigstens 
ein Minimum von 0, und bei der zweiten Aufgabe wenig- 
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stens ein Maximum von Y existieren muss, kann maa direkt 
aus den Ausdrücken für Oj^=r^-\ — resp. V^^^^y^ — ^^ 
= r{y — rä) entnehmen. Denn im ersten Falle übersteigt 
Oj, also auch = 2:zOi, sowohl wenn r gegen Null kon- 
vergiert, als wenn r unendlich gross wird, jede Grenze 
(wiihrend innerhalb dieses IntervaÜes von r lauter end- 
liche von Null verschiedene Werte annimmt); es liegt also 
hier ein Fall von demselben Charakter vor wie bei der 
Aufgabe 4. 

Bei der zweiten Aufgabe kann man r das eine Mal 
gegen Null, das andere Mal gegen -|- Yy konvergieren lassen. 
(Im Grenzfalle r^ =^ y ist offenbar der gegebene Wert 
= 2nr = 2nr^ der Oberfläche so gross als die Flachen der 
beiden Grundkreise zusammen, so dass für den Mantel und 
damit für h der Wert Null resultiert; einem grösseren Werte 
r {> yV) entspricht also überhaupt kein Volumen mehr.) 
Beidemal konvei^ert f^ =— »■ (j' — t*) und damit V g^en 
Null, sodass im Intervalle »• = hia r = 'fy mindestens 
ein Maximum vorhanden sein muss. 

Man darf daher wieder die Eegel IIa heranziehen. 
Dann hat man unmittelbar: 



8r ' 


DA ör 




S^r' + rh) _ 

ah 



und das Verschwinden der FanktioDaldeterminante (10) 
führt zu: 

2r^h — (2r»+ hr') = r»{h — 2r) = 0, 

also, da »■='0 nur einen ausarteten Cylinder giebt, wie 

oben, für beide Aufgaben zur gemeinsamen Lösung h = 2r. 

Der Vorteil der zweiten Methode zeigt sich offenbar 

darin, dass nicht nur das Verhältnis — , dessen Wert 2 für 

r 
beide Auigaben charakteristisch ist, von selbst hervortritt, 
sondern auch, wie bereits in der Theorie betont, die Lösung 
tmmittelbar als eine beiden Aufgaben gemeinsame erscheint. 
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6. Aufgabe. „Einem Dreieck mit den Seiten a, i, c 
werde derart ein Rechteck einbeaclirieben, dass dessen eine 
Seit« (die Grundlinie des ßechtecks} einen Teil von a (der 
Grundlinie des Dreiecks) bildet, während die Ecken der 
Gegenseite in J, c liegen. Welches von allen diesen Recht- 
ecken hat den grössten Inhalt?" 

Die Winkel, die a mit &, e bildet, seien y, ß (offenbar 
darf keiner dieser beiden Winkel stumpf sein), die zu a 
gehörige Dreieckshohe sei h. Die Grundlinie des Rechtecks 
sei X, die Höhe desselben ^. 

Die Dreieckseite a setzt sich aus den drei Stücken x, 
ycoi^ß und yatgy zusammen, so dass die Relation besteht: 
<p{x,y) = x-\-y (cotg ß + cotg j.) — o = 0, 

während der Inhalt B, = xy des Rechtecks eia Maximum 
werden soll. Man setze zur Abkürzung: 

cotg ß + colg y = g, also <p^x-\-gy — a = 0, 
so wird R = xy b\b Funktion von y: 

-R = /■(?) = y(a — gy) = ay — gf- 

Da ffir y = wie für «/ = - — Ä») B den Wert NuU 

hat, BO liegt im wesentlichen dieselbe analytische Aufgabe 
vor wie bei 4. 
Es wird: 

r{y) = a-2gy, /%) = — 2?, 
80 dass f{^) = mit Rücksicht auf den negativen Wert 



Bezeichnet man die beiden Projektionen von h, c auf a 
mit p, q, 80 ist: 

cotg^ = |, cotgy = ^, 

also: 



sotg j9 + cotg y =^i^ = p 



*) DaiB h ^^ — iit, wird gleich nacblier gezeigt. 
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und es wird deomacb: 



y = 



h 



2? 



I sich w^en 97 = für a; der "Wert ^ ergiebt Das 
liefert den Satz: 

„Unter allen einem Dreieck einbesobrie- 
ben«ii Rechtecken, deren Grundlinien auf 
der Grundlinie des Dreiecks liegen, hat 
dasjenige den grössten Inhalt, dessen Höhe 
gleich der halben Hohe des Dreiecks ist 
{oder auch, dessen Grundlinie gleich der 
halben Grundlinie des Dreiecks ist)." 

Die Bestätigung mittels IIa vollzieht sich wie bei 



Damit ist die Konstruktion des in Rede stehenden 
Rechtecks gegeben, man braucht nur durch den Mittelpunkt 
vcm A eine Parallele zu a zu legen, und von deren Sduiitt- 
punkten mit b, c Lote auf a zu fällen. 

7. Aufgabe. „Einem geraden Ereiskegel sei ein 
gerader Kreiscylinder derart einbeschrieben, dass der Grund- 
kreis des letzteren ein zu dem Grundkreis des Kegels kon- 
zentrischer Kreis ist, auf dessen Peripherie Lote errichtet 
werden, bis sie den Mantel des Kegels treffen. "Welcher 
von diesen Kreiscylindem hat das grösste Volumen?" 

Die Aufgabe lässt steh an die vorige anschliessen ; denn 
läset man nuter der Annahme /S = y die dortige Figur um 
die Dreieekshohe Ä rotieren, so erzeugt das Dreieck einen 
geraden Kreiskegel und das dem Dreieck einbescbriebene 
Rechteck den dem K^el einbeschriebenen Cylinder. Ist 
daher x der Radius des Cjündeigrundkreises, y die Höhe 
des Cylindere, so ist wie oben: 

g> = io + yj- — a^O, x = ^{k — y), 



Cylindera, das wiederum ffir y = und y = h den Wert 
Null hat: 

W.Pt.Meyer, DiffereDtialTecbniing. l r j,,: :lS_ii.n.|i; iC 
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fln)-h-—ihyi-3g', fiy) 4* + 6». 

Die AuflÖBung der quadratischen Gleicllling /^(y) — 
liefert zunächst die beiden "Wurzehi: 



2t + y4»'— 3*' 24 + i 
« ="T-^ 2-- 

Da aber die eine Wurzel - 

Cylinder vom Volumen Null eutepricht, 80 kommt nxa die 
andere Wurzel: 

27* — Ä A 

y 3 3 

in Betracht^ für die, wie es sein muss, 

rW 4» + 2* = — 2* 

negativ ausfällt Damit bestimmt sich das zugehörige x als: 
al, h\ iah 2a 

''-*l*-3]-i7r-T' 

und es gilt: 

„Unter allen einem geraden Kreiskegel 
einbescliriebenen geraden KreiecyUndern 
(deren Grundkreise mit dem Grundkreis des 
Kegels konzentrisch sind) hat derjenige das 
grösste Volumen, dessen Höhe ein Drittel 
der Kegelböhe ist (oder auch, für den der 
Radius des Grundkreisea zwei Drittel vom 
Radius des Kegelgrundkreises beträgt)." 

Die Regel IIa liefert unmittelbar die Bestätigung. Da: 

' "' — 2X1/, -\-^ = 3?, 05, = 1, fpi = i-, 

so kommt nach Weglassung des der Au^be fremden 
Faktors x: 



. a: = 0, L e. j2y • r = iE: ~ 
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8. Aufgabe. „Welches unter allen Vierecken (bc. ohne 
einspringende Winkel) mit gegebenen Seiten a, b, e, d hat 
den grössten Inhalt?" 

Sei <p der Winkel (a, 6), v' der Winkel (c, d), e die 
Diagonale, die das Viereck in die beiden Dreiecke mit den 
Seiten a, b, e resp. c, d, e zerlegt, so ist: 

e*-= a*4- &* — 2ah coa ip = c^ + (P — 2cdoos \p, 
also: 

^{(p,y!)^{a^+ 6') — ((!=+(?) + 2cd cos V — 2060089- = 0, 
wahrend der doppelte Inhalt 2J des Vierecks: 

2 J = ah sin q? -\-cd sin y> 
zu einem Maximum gemacht werden soll. 

Da die Einführung von 2J füLs Funktion von <p allein 
auf rechnerische Schwierigkeiten stösst, so werden wir uns 
zunächst der Hegel IIa bedienen: ergiebt diese, wie es der 
Fall sein wird, nur eine Lösung, so bleibt hinterher noch 
zu zeigen, dass diese wiiklich einem Maximum von 2(7 
entspricht 

Die partiellen Ableitungen von (P nach tp resp. yi sind: 

*j = 4- 2ab sin <p, !Pj = — 2cd sin \p, 
und die von 2Ji 

ab cos q) resp. cd coe \p. 
Das Verschwinden der Funktionaldeterminante (10) 
liefert, da der von Null verschiedene Faktor 2abcd unter- 
drückt werden kann; 

sin q> coB V + coä 95 sin y = ain {<p -\- y>)=^ 0. 
Da die Lösungen ^-|-y = 0, (p -\- y) ^2n nur un- 
eigentliohen Vierecken zukommen können, so bleibt als 
einzige in Betracht kommende Löäung q)-^\p = n, d. i. das 
Viereck ist ein Kreisviereok, imd der Maximalinhalt des 
gesuchten Vierecks ist nach den Elementen der Trigono- 
metrie (s. diese Sammlung, Bd. III, § 53 (12)): 



J= %8 — a){s — b) (s — c){s — d), 

a+b+c+d 
2 • 

L,.,l,z<W.«GüÜgIf 
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Um zu erkecDen, dase hier id der That ein Maximum und 
keio Mmimum vorliegt, vergleiche man den gefundenen Wert 
von J mit den Inhalten zweier anderer geeignet ausgewählter 
Vierecke mit dea nämlichen Seiten a, b, c, d. 

Eb wird sich empfehlen, zu dem Behnfe die beiden 
Grenzvierecke zu betrachten, die zu deo Winkeln ip =^'i7c 
resp, gehören. 

Für tp^2n artet das Viereck aus in em Dreieck mit 
den Seiten a-\-b, e, d, sodass der Inhalt J des Dreiecke 
■wird (B. diese Sammlung, Bd. IH, § 39 (6))-. 

J = ys{s-(a + b)}is-c){s-d), 5 = ^±l+£±^. 

Da aber (s — a){s — 6) = s* — s(a-\-b) + ab offenbar 
grösser ist als s{s — (a + j)), so ist auoh J>J. 

FQt ^ = resultiert ent^rechend ein Dreieck mit den 
Sätrai b — a, c, d (wo, wie es erlaubt ist, 6 > a angenommen 
ist). DasB dessen Inhalt kleiner ist als A, ersieht man va- 
mittelbar ans dem zu A analf^ gebildeten Ausdrucke. 

Nunmehr möge aber die in !Rede stehende Aufgabe auch 
■direkt nach der Hanptregel II behandelt werden. 

Dann empfiehlt es sich, nicht (p, sondern e als un- 
abhängige Variable einzuführen, so dass: 

2.7— ab&m<p-\- cd sin \p = f{<p, yi) = f{e) 

zunächst als ^e Fonktion von tp, y> ersdieint, die ihrer- 
seits vermöge der Relationen: 

* = e» — (a* + 6*) + 2ab cos 91 =• 0, 

W=^~ (c* + d*) + 2a& cos v = 

als ^plizite) Funktionen von e federt sind. Kach § 13, (IVa) 
kommt: 

de Sip de dy> de' 

dp _ de dif de 

'de ä0' de dW' 



_ ,-™:,<^i00gIe 
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Man bat der 'Reihe nacb: 

Bf ^ Sf . S^ 9, ^^ 

^ = abco8cp, -^ = cd cos yj, -3— = '=« = -aT' 

.^ . o, 

d«fi e dy> _ 



de ab&iaip' de cd sin ^ 
d_l_ 



Diithm ei^ebt sich, da der Fall e — nicht eintreten kann, 
ffir einen eztremen Wert von J: 

ootg y + cotg V s 55iE±V!) _ o', d. i. MB (» + v) - 0, 
'^ ^ ° am tp Bin y> 

nnd damit eben die oben anf Grund von IIa geftmdeae 
Lösung ip + yi = Ji. 

DasB die Lösung ein Maximum von J repräsentiert, 
lässt sich jetzt durch Bestimmung des Vorzeichens von f"(fi) 
analytisch bestätigen. Es wird (s. § 13 (67)): 

f"_ P'tA ^ a. ^ ^ -4- i/! ^ 
' ' ^'^ de'^ d^ de'^ dy) de' 

Bf Bf e Bf e 

— — =- cote Ol + cotg w 1 "s — ■= =~;~f ä — ^ — TT"! — ' 

dcp dyi 
demnach, unter Benutzung der obigen Werte von ^> jZ' 

/■"= /"(e) — cotg m + cote w — e*\ . ■ , h- . . „ ■f. 

Setzt man hier die Lösung cotg (p + cotg y = ein, so 
wird f" unbedingt negativ, da sin <p, sin yf im Viereck stets 
positiv sind. 

9- Aufgabe. ,Jn einer Ebene seien auf derselben Seite 
einer Geraden g zwei Punkte P,, Pj gegeben: Man auche 
auf g einen Punkt X derart, dass die Summe der Ent^ 
femungen s^ = P, X und Sj = F^X ein Minimum wird," 
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Man falle {s. Fig. 13) von P^, P» auf g die Lote a^y 
Oj mit den FusspUDkten Ä^, A^; die Entfernung Ai^A^ sei c 




Die Entfernung ..^^X werde als nnabhängige Variable x 
eingeführt, die Entfernung ÜA^ let daun c — x. 

Nach dem Fytbagoräiachen Satze ist die zu nnter- 
Bucheude Funktion: 

Es kommt: 

rw- 




r(») 



Die Gleichung f(x) -- 

man die Winkel zwischen s, und x, reep. Sj und c - 
«1 resp. a, bezeichnet: 

cos Ol = cos a, ■ 

Der fragliche Punkt X liegt also auf der Strecke A^ A^ 
(denn für einen Punkt auf g ausserhalb dieser Strecke 
würde einer der beiden Winkel a,, a, stumpf, also sein 
Cosinus n^atJv werden) so, dass: 
a, = Oj 
ausfällt. Dass dann ein Minimiun von S[ + ^s eintritt, zeigt 
die Positivität von f"{x). 

Dem erhaltenen Ei^bnis ISsst sich eine einfache 



g 18. Beispiele fOr Maximit tmd Uinhna. 247 

physikalische Deutung geben. Es falle von einem Punkte P, 
ein Lichtstrahl auf einen Planspi^;el im Punkte X, und 
sei Pj irgend ein Punkt auf dem reflektierten Strahle. Dann 
liegen bekaimtlich P^, X, P» in einer Ebene, die auf der 
des Planspi^els senkrecht steht, und ist g die Achse beider 
Ebenen, a^ imd Og die Winkel von g mit dem einfallenden 
und reflektierten Strahle, so sagt das ^Jteflexion^setz" der 
Optik aus, dass die Winkel % und % gleich sein müssen. 
Es gilt also: 

„Das Iteflexionsgesetz der Optik für einen 

Planspiegel ist mit dem andern Gesetze 

äquivalent, dass die von irgend einer Stelle 

P^ des einfallenden Strahles bis zu irgend 

einer Stelle P, des reflektierten Strahles 

gerechnete Weglänge ein Minimum ist." 

Für „Weglänge" hätte man in diesem Satze auch 

„Zeitlänge" setzen können, denn in einem und demselben 

Medium, -wie es hier vorausgesetzt wird, ist ein in einer 

Zeit t zurückgelegter W(^ s mit t proportional, nämlich 

gleich vt, wo v die konstante „Geschwindigkeit" ist. Qe- 

hören also zu s^, s, resp, die Zeiten ^, ^, eo ist ^i + (, 

= — — — und — wird zugleich mit s, 4- s, ein 

Minimum. 

Diese Bemerkung gestattet, mit leichten Modifikationen 
die angestellte Betrachtung auf das „Brechungsgesetz" der 
Optik zu übertragen. 

Man denke sich die geometrische Figur, mit Beibehaltung 
aller Bezeichnungen, dahin abgeändert, dass jetzt Pj und P, 
auf verschiedenen Seiten von g liegen. Dann repräsentJert 
h +^a ^^^ Weg eines Lichtstrahles, der von P^ bis X ein 
Medium üfj in der Zeit t^ mit einer konstanten Geschwindig- 
keit Vi durchläuft, und entsprechend von X bis P, ein anderes 
Medium M^ in der Zeit t^ mit der konstenten Geschwindig- 
keit «j. Es ist nunmehr einzeln (, =^^, t^ — —, somit: 



Dann liefert die obige Rechnung unmittelbar für die Funktion: 
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und es resoltiert das Minimum von F(x) für: 



oder auch, wenn man statt o^, Oj die komplementären 
Winkel ß^, ß^ einiührt, die das in X auf g errichtete 
„Binfällslot" mit s^, 3, bildet: 



d. i, aber das Brechungsgesetz der Optik. Es ^It also: 

„Das Brechungsgesetz der Optik (für zwei 
durch eine ebene Fläche getrennten Medien) 
ist dem andern Gesetze äquivalent, dass die 
von irgend einer Stelle Pi des einfallenden 
Strahles bis zu irgend einer Stelle Pj des 
gebrochenen Strahles gebrauchte Znt ein 
Minimum ist." 

10- Aufgabe. „Die extremen Werte von f(x) = 



za bestimmen." \ ^^ j 

I^ Glädiung: 

.. ,_^ - (1 + ^')' - i^' (1 + ^=) _ 1 - 3^:' 

liefert als eventuelle Losong^i die Wurzeln von 1 — 3j;'«0, 

Die Rechnung zor Bestimmung des Vorzeichens von f" (x) für 
x = Xi resp. aij läast sich mit Kücksieht darauf, dass f{x) die 

Fonn eines Bruches \ { hat, abkürzen. Denn von der 
Differenz: vW 



rw-^ 






.lüügic 
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ißt nur das erste*) Glied ^ zn berücksichtigen, da ja <p 
för X = x^ reep. x^-x^ verschwindet. Somit kommt: 

folglich tritt für x = x^~-\-^ das Maximum, för 
x-^Xj=- = das Minirnnm von f{x) ein, und zwar wird: 

also, al^sehea vom Vorzeichen, ein Wert = q- j/ö^fi' ^^ 



Die in Bede stehende Aufgabe wird eine Verwendung 
in § 19 finden, wo man des Maximams des abaolaten 
Wertes der zweiten Ableitung von arctg^;, d. L von 

,. , „,„ bedarf. 

(1 4- «*)* 



Eapitel II. 

Die Taylorsche und Hao-Lanrinsohe Reihen- 
eatwickelnng mit Anwendnfigen. 

§ 19. Die Taylorsche nnd Hae-Lanrinselie Reihea* 
entwtebelang fflr Funktionen einer Tatiabeln. Ah- 
Trendungen aaf Unbestlmmdieitsirerte, extreme Werte» 
XJnterscliied zwischen Differenzen- nnd Differential- 
qnotient. 
Nachdem die Fruchtbarkeit des Mittelwerteatzes (§15,111) 
in den drei letzten Paragraphen deutlich hervoigetreten ist, 
soll die Änlgabe, fSr die der Mittelwertsatz die erste Stufe 
bildete, die Differenz /"(ft) — f[a) einer Funktion f{x) nach 

*) Dia analoge BemerkoBg gilt ofienbu allgamein bei der £^- 

mittelaag der extremen Werte einer Sanktion , , , 

V(a!) 
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Potenzen von b — n — Ä zu entwickeln, in weiterem Umfange 
an^nommen Werden. 

In § 18 zeigte sich bereita, dasa anter Voraussetzung 
der ätet^eit der Funktion f{x) und ihrer n ersten AJ>- 
teitungen im Inten'alle (a, b) durch blosse wiederholte 
Anwendnng des Mittelwertsatees eine Kntwickelnng hervor- 
ging von der Gestalt: 

m - m = Äf (o) + h*c,f"(a) + h^cj'"{a) + . . . 

(1) +Ä— c,_./^<— ')(«) 

+ A-c.f'Ha + ÖA), (0 < Ö < 1), 

die allerdines zur Untersuchung der extremen Werte von 
f{x) ausreichte, indessen für weitere Zwecke, insbesondere 
zu einer Berechnung von f{x), an dem wesentlichen Mangel 
leidet, dass man von den unbekannten KoefEzienten c,, 
Cg, . • . c. nur weiss, dass ihre Werte zwischen und 1 
enthalten sind. 

Da eine direkte Bestimmung dieser Koeffizienten auf 
Schwierigkeiten etöest, versuchen wir lieber, den leitenden 
Grundgedanken, der in § 15 zum Mittelwertsatz führte, 
weiter auszubilden. 

Der nSchste Schritt würde in diesem Sinne sein, im 
Hinblick auf (1) für »»2, den Ansatz zu konstruieren: 

(2) f{h) - m ~{h-d) r (a) + (6 — ay D, , 

um hier die durch die Natur der Funktion f{x) und die 
Wahl der Grössen a, b völlig bestimmte Grösse j), formal 
durch die zweite Ableitung von f auszudrücken. Indem 
man, entsprechend dem damaligen Vorgehen in § 15, durch 
blosse VertauBchung von a ipit einer Variabein x die Hilfs- 
funktion i)3j(a:) herstellt: 

(3) V, W - rih) - fi') - (S - «) f (I) - (t - 1)' n, , 

erkennt man sofort, dass p^ {x) für x = b, aber auch, wegen (2) 
für a; — o verschwindet, und im Intervalle (a, b) stetig ver- 
läufl, vorausgesetzt, dasa dies tiir f{x) und f'{x) gilt. Ist 
das Kämliche auch für f"{x) der Fall, so ist der Mittel- 
wertsatz auf ^2 (x) anwendbar: es giebt also im Intervalle 
(a, h) mindestens einen Mittelwert f ^ — a + )?gA{0<^)< 1), 
u- den (pi{x) verschwindet. Nun ist: 
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--(h-x){rix)-2D,); 
mithin folgt, da f, jedenfalls von b verschieden ist, fiir die 
Grösse i), die gewünschte Darstellung: 

so daes (2) übergeht in: 



0<i?i,<l, A = Ä — o. 

Da hiermit der KoellGzient Cj in (1) gleich — bestimmt ist, 
wird man von Neuem ansetzen: 

(7) flt) -/■(«)_ (6- 

nnd Z>B durcli die dritte Ableitung von / ausdrücken. 

Durch abermalige Vertausch ung von a mit x bietet 
sich jetzt die Hilfsfunlition dar: 

(8),.,W_fl{)-/(«)-(S-i)f(j:)-<^5!^»(j)_(J_i).i,„ 

die für x = b und X'—a den Wert Null hat und im Inter- 
valle («, b) stetig ist. Ist auch f"'{x) daselbst stetig, so 
liefert der Mittelwertsatz das Verschwinden von tpäix) iür 
einen neuen Mittelwert Ig. Da: 

«*' w — r w + r(«) - (6 - i)r w + (s - «)r w 
(9) " '''1"'' ^'" w + 3 (» - ':)• D, 



so ergiebt sich D^ in der gewünschten Gestalt: 

(10) B. - ^ f" «.) - ^ f" (» + *. ft), < «, < 1 , 

und (8) geht über in: 
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Ai) - ft«) - (i -<•)/■'(«)+ ^^=j^ r (») 



(11) I »-"Y 

31 



+ ^1 '"> + *•('-'•'>■ 
0<*, <1. 

Da bei dem DacliBten Schritt« die eutaprechende Grösse D^ 

io der Form j;/"**Hfi) erscheinen würde, so wird man nach 

dem F^inzip der unvollständigen Induktion allgemein die 
Aufgabe dabin formulieren, in dem Ansätze: 

m -/•(»)- (i - «) f (») + '^^r- f" <"> 






den letzten Faktor D„ durch die n'° Ableitung von f aus- 
zudrücken unter der Voraussetzung, dass f{x) nebst den n 
eisten Ableitungen im Intervalle {a, h) stetig ist Die ffir 
x^^ a und x •^b verschwindende und im vo^elegten Inter- 
valle stetige Hilfefunktion <pn{^) lantet jetst: 

,,.{x)-m-ax) - (i - x)f(%) - ''""'' rw— ■ 
(13) _£:z^V»(«)— !^=^/'»+'>(^)-... 

(»—!)! ' ' ' nl "' 

und die Ausführung der ersten Ableitung von tpu{x) zeigt, 
wie sich der Eeihe nach je zwei aufeinander folgende 
Glieder bis auf die beiden letzten zerstören: 
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9^w — r(^)+r(^)-(fc-^)r(^)+(&-^)r»-... 



(14) ^ i! ' '■-' (i + 1)! 



■f'+'>M + ... 



-/'■>W + ^ 



(»-1)1 ' ^'^ (»-1); ■ 

uDd da 63 auf Grund des MittelwertBatzes im Intervalle (o, 6) 
mindestenB einen von b verschiedenen Mittelwert fa geben 
mnsB, iSr den <p^ verschwindet, so kommt: 

(15) i). = f")(f„) = /^->{a + **-(&-«)>. 0<tf.<l, 
und man ist damit, durch Einsetzung des gefundenen Wertes 
für Z>„ in (12), za dem Gesetze der st^nannten Taylor- 
schen Keihenentwickelung für eine Funktion f{x) 
einer Variabein x gelangt (indem man wieder ^ statt ^„ 
schreibt): 

I. „Sind in einem vorgelegten Inter- 
valle (o, b) eine Funktion f{x) und ihre 
(daselbst als existierend vorausgesetzten) 
n ersten Ableitungen stetig, bedeutet ferner 
& einen im übrigen unbekannten Wert zwi- 
schen Null und Eins, so gilt: 

m - m -(b-a) /-(«) + fc=iÄ f '(„, 
(I) +(^n»)+...+^^V-'>(«) 

WO das letzte Glied das ,Lagrangesche Sestglied' 

genannt wird." 
Für die theoretischen wie praktischen Änwendungoi 
der Taylorschen Heihe empfiehlt es sich, in Analogie mit 
der binomischen Entwickelung in g 6 (VI), sowie mit der 
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Entwickelung von e^, a' in § 12, (Vb), (Vlb), die ge- 
brauchten Bezeichnungen etwas abzuändern. Innerhalb eines 
Intervalles, für das die angeführten Stetigkeitsbedingungen 
erfüllt sind, seien x und x -\- h irgend zwei Werte, dann 
nimmt (I), indem man a durch x und b durch x + h ersetzt, 
die Gestalt au: 

f(x + k)=f(x) + hrix)+^^nx)i- ... 



(la) 



-,r-'-'K^)+'-,f'(^-i-&Ji), 



(0 < ^ < 1). 
Da durch diese Formel, wie beim binomischen Satze, 
die Vei^Ieichung zweier Werte der Funktion f{x) für zwei 
verschiedene Argumente ermöglicht wird, so wird man, wenn 
es nur auf die Berechnung von f für irgend einen Wert des 
Argumentes ankommt, der Variabein x einen passend ge- 
w^lten konstanten Wert beilegen, Ist es erlaubt, hieiftr 
den Wert Null zu nehmen, so geht aus {la), wenn man 
wiederum h durch den Buchstaben x ersetzt, die sogenannte 
Mac-Laurinscbe Heihenentwickelung für Funktionen 
einer Variabein hervor: 

fix) = f{0) + xf'io) + 2-,no) + . . . 

(0 < <? < 1); 

hier ist vorauszusetzen, dass das Inter- 
vall (0, x) einem Intervalle angehört, in dem 
f{x), fix), . . ., f"^(x) stetig (insbesondere also 
nicht unendlich gross) sind. 

Es hat zunächst das Aussehen, als ob die Mac-LauHn- 
sehe Entwickelung von speziellerem Charakter sei als die 
Taylorsche, doch ist das nur scheinbar der Fall; in der 
That gelingt es, aua der ersteren wieder die letztere her- 
zuleiten. Denn wenn eine Funktion <p(x + k) vorliegt, die 
(unter Annahme der erforderlichen Stetigkeitsbedingungen) 
auf Grund der Entwickelung (II) nach Potenzen von z entr 
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wickelt werden soll, eo betrachte man (p{x + h) als eine 
Funktion von x allein, indem man sich der GrösBe h für den 
Augenblick einen festen Wert beigefegt denke, und bezeichne 
sie in diesem Sinne mit f{x) und wende sodann anf f{x) die 
Formel (II) au. Das erste Glied f{0) rechterhand von (II) 
geht aus f{x) — y (a: + Ä) durch Nullsetzen von x hervor, 
ist also =y(A). Um die weiteren Glieder zu ermitteln, 
bilde man zuvörderst die successiven Ableitungen von 
f{x) = 95(3: 4- Ä) nach x (auf Grund der Kegel der Funktionen 
von Funktionen, § 13 (I)); da die Ableitung von x + h 
nach X gleich 1 ist, so fallt eine beliebige Ableitung von 
f{x) zusammen mit der entsprechenden von 93 (ar + A) nach x, 
gebildet für den Wert x -^ h. Wird nunmehr nach Maee- 
gabe von (II) in der ersten bis (» — l)"" Ableitung von 
fix) für das Ai^ument x der Wert eingesetzt, in der 
h"" Ableitung für x das Argument &x, so kommt der 
Reihe nach: 
(161 ^tO) = 9'(A), r(0)"y'(Ä), ..., /■<-') (0) = y(— ')(*), 

und damit liefert (II), wenn man hinterher die Bezeichnungen 
X und h vertauscht, wodurch (p (x + h) ^ qi {h -{- x) keine 
Änderung erleidet, und als Fiuöktionsbuchataben wieder f 
wählt, eben die gewünschte Taylorsche Entwickelung (la). 
Da im Restgliede der Ent Wickelungen (la) resp. (11) 
eine unbekannte Grösse 1? (zwischen und 1) erscheint, so 
wird die Anwendung von (la) und (II) (so vor allem auf 
eine möglichst genaue Berechnung der Funktion f{x)) in 
demselbrä binne erfolgen müssen wie in den Formeln (I), 
(27), (Va), (Via) des § 12 die Anwendung der Reihen 

für e, —, e', 0% wo ebenfalls ein nicht genau berechenbarer 

Hest auftritt: man wird in jedem einzelnen Falle, bei 
passender Wahl des zugehörigen Intervalles, nach- 
weisen müssen, dass bei genügend grossem » das 
Restglied, absolut genommen, unter jede noch so 
kleine vorgegebene (positive) Grösse herunter- 
gedrückt werden kann, vorausgesetzt natürlich, dass 
auch bei genügend grossem n die n** Ableitung von f{x) in 
dem vorgelegten Intervalle existiert und stetig bleibt. Man sagt 
dann, dass die Entwickelung (la) resp. (II) „konvergiert". 
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In § 12 (39), (40) war auf elementarem Wege bewiesen 
worden, daes, wie gross auch der absolute Wert einer vor- 
gegebenen Grosse h sei, die natürliche Zahl » stets so gross 

angenommen werden kann, dass der absolute Wert von —^ 

unter jede Grenze sinkt. Kun besteht das Restglied in (la) 

aas dem Produkt von -y und fi'''>{x + &h); läest sich also 

zeigen, dass der absolute Wert von f'{x), wie gross man 
auch n nehme, für alle Werte des Intervalle« {x, a: + Ä) 
unter einer festen augebbaren Zahl bleibt, so würde damit 
die Konvergenz von (la) dargethan sein, und das Ent- 
sprechende gilt von (II), 

In der That lassen sich so, wie der nächste F^^agraph 
lehren wird, eine Reihe elementarer Funktionen erledigen. 
Indessen werden zwei wichtige Fälle, nämlich die Ent- 
wickelungen von (1 -\- x)" und von l {\ -\- x) zeigen, dass der 
fragliche Beweis, eben weil über die Grösse '& nichts Näheres 
bekannt ist, auf Schwierigkeiten stösst. 

Für derartige Fälle erhebt sich die Fr^;e, ob sich nicht 
durch geeignete Abänderung der Hilftfunktion (pnino) (13) 
das R^tgHed in (la) in die Gestalt eines Produktes 
AS P-'^ {a -\- '&'k) bringen lässt, wo \Ä\ wiederum bei 
wachsendem n gegen Kull konvergiert, während der absolute 
Wert des Produktes Sfi"i(a -f ÖA) trotz wachsenden »'s und 
imbekanntenö's eine feste angebbaxe Zahl niemals überschreitet? 

Zu dem Behufe wird es sich empfehlen, den Ansatz (12) 
dahin zu verallgemeinern, dass der Exponent von (6 — a) 
im letzten GUede noch unbestimmt gelassen wird, also 
gleich einer noch verfügbaren natürlichen Zahl p {= 1,2, .. .) 
gesetzt wird: 

m - m -(*-») /•(») + ^^-=^ r («)+•• ■ 

wo wiederum P« durch die n" Ableitung von f au^;edrückt 
werden soll. Die erforderliche Hilfsfnnktion, sie sei jetzt 
mit xA^) bezeichnet, bilde man analog durch Vertauschang 
von a mit x: 
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z.(»)-/-(j)— rt»)-(!>-«)rw- ••■ 

(13') ft — x)—^ 

- („ - 1)! f'" W - ''' - ^)' ^- - 

dann zerstören eich in der Aufstellung von X'i^) abermals 
alle Glieder bis auf die beiden letzten, und es kommt: 



1(4 -«)i— («-!)! 



Der Mittelwertsatz liefert jetat für eine» gewisseB 
Mittelwert f — + ^(6 — o), (0<^<1): 

xUO-o, 

i.L: 






Setzt man diesen Wert von P« in (12') ein, so nimmt 
das Restglied die Gestalt an: 

ÜberraBchenderweise stellt sieh demnach die »" Poteni! 
von {b — a) von selbst wieder ein, nur daes der Faktor 

von (b — d)" /^"'(a -f- i?Ä) jetzt niclit mehr —, sondern 
(1 _ 0).-, "' 

■y(„_i)! ■»•■ 

Da 1 — & ebenso wie & einen Wert zwischen und 1 
besitzt und da die Absicht besteht, das Restglied, absolut 
genommen, möglichst klein zu machen, so wird man sich 

W.Fr.Meyer, DifferentäalrBCliniing, L i jil7. V^il.H.1'; iC 
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auf die Werte j) ^ 1, 2, . . ., « beschränken, von denen der 
letzte p = n auf (I) zurückfülirt, und es gilt der Satz: 

ni. „Unter den nämlichen Voraue- 
setzungen, die der Entwickelung (I) za 
Grunde lagen, besteht auch die allgemeinere 
Entwickelung: 



m~na)~(jb-a)r(a) + ^- 



21 



(I-) ^ («-1)1 ' ^''^ 

{0<*<1), 

wo p eine der natürlichen Zahlen 1, 2, . . . n 
bedeutet Für p = n reduziert sich {V) 
auf (I). Enteprechend treten an die Stelle 
von (la) und (II) die Taylorsche resp. Mac- 
Laurinsche Entwickelung mit dem all- 
gemeineren, nach CaucSiy benannten Rest- 
gliede: 

rt»+»)-A>:)+»f(«) + ^rw + .-. 

+ f,(«-l)! ''-^'""''^"'^ + ^*'- 
(0 < « < 1), 

/■(»)-AO) + «r(0) + |^r(o) + ... 

(0 < * < 1). 
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Der für die Änwendungeii wichtigste Fall tritt fiirp = l 
ein. Dann schreibt sich das Restglied von (la)' in der 
Gestalt: 

f^^* * ■ {n-\)\ ^^ ~ ^r-'f'H^ + *A), {0 < ö < 1). 

Sieht man von dem festen Faktor A ab, so ist der letzt« 
Faktor ff^{x-\-&h) von derselben Natur, wie in (la), des- 
gleichen zeigt 7 TTT- im wesentliches dieselbe Eigen- 

Ä« (» — 1)- 
Schaft, wie -^ in (la), nätolich, wie dieses, bei wachsen- 
dem n ge^n Null zu konvergieren: dazu tritt aber jetzt 
als neu der Faktor (1 — ^)"~') der seinerseits im all- 
gemeinen*) bei wachsendem » ge^n Nnll konvergieren 
wird nnd sehr wohl die M^Uchkeit zulässt, mit /'W(a;+dA) 
vereinigt, ein Frodokt za Uefem, dessen Absolntwert bei 
wachsendem » eine feste Grenze nicht überschreitet, wenn das 
leztere auch fär /*'">(:); -f-^A) allein nic^tnachweiebareein sollte. 

Wir lassen zunächst einige Anwendungen der Formeln (1^ 
resp. (la) folgen. 

Unter Zugnmdelegnng derTaylorBchenEntwickeInng(Ia) 
lassen sich die in §§ 17, 18 unter Benatzung des Mittel- 
werteatzes geführten Beweise für die Begeln I daselbst 
hinsichtlich der Unbestimmtheitswerte resp. der extremen 
Werte dorchsichtiger gestalten. 

Denn li^en ^«tens zwei Fonktioneu /(x), fix) vor, 
die fSr ein Intervall (a, a + h) die in § 17 gemachten 
Stetigkeit»- und Existenz -Voraussetzungen befriedigen, so 
hat man: 

.) ?'('«+») 

^(.)+»r(«) + ||r(«)+ - + (;^^/<— '(«)+^f'(«+#») 

,(«)+Äy-(«)+|^v"(<.) + ... + (^r^y'—H«) + ^y'-H» + «1») 

(0<(><1), (0<*,<1). 

*) Ea kann n&iiüicli der Fall eintreten, dan # bsi wachaendem M 
Mlbat gagen Null, nnd damit (1 — tf)"~* gegvn Ein« konrergierb 

L17-» V_...H.1KIC 
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Weim jetzt im besonderen f und (p nebst ihren ersten 
» — 1 Ableitungen für a: = a veracbwinden, nicht aber zu- 
gleich die «"" Ableitungen von f nnd tp, bo geht aus (19) 
unmittelbar hervor, daas: 

(20, H.nÜ£±A) = li.„ Ci°+;'- '-J^,. 

Zweitens mögen, wiederum unter den Stetigkeits- und 
Existenz -Vorauseetningen des § 18, für a; = a die « — 1 
ersten Ableitungen von f{x) verschwinden, nicht aber die 
»", 80 kommt fQr ein hinreichend kleines (positives) h; 

f(a + h)-f(_a)-^f>{a + n) (0<#<1), 
iO) "^ (««) + 0). 

/■(a-»)-ft»)-LJ" /<■>(«-«,*) (0<O,<l). 

Danach sind die links stehenden Differenzen für ein 
gerades n gleichnamig, für ein ungerades n ungleichnamig: 
es tritt also im ersten Falle ein Maximum resp. Minimum 
von f für x^a ein, je nachdem ^"^{0) einen n^;ativen 
resp. positiven Wert hat; im zweiten Falle dagegen li^ 
kein extremer "Wert von / für x = a vor, sondern die 
Funktion ist daselbst in der Ab- resp. Zunahme begriffen. 

Femer wird man sich mit Vorteil der Taylorschen 
Entwickelung für n = 2 bedienen*), um eine in einzelnen 
Fällen bereits in den §§ 8 — 12**) behandelte Au%abe all- 
gemeiner zu erledigen: „Man soll den absoluten Unter- 

I Ax ^ '\ ■ \ Jx dx \ 

ein geeignetes äx und inr ein ganzes vor^legtes Intervall 



*) Dazn würde auch schon die Eatwicketnng (1) genügen, doch 
fallen dum die NKhernngiabachBitzaiigen weniger ftennn »us. 

**) In diesem Sinne war nutersucht worden: aia ce in (la), § 9; 
tg a; in (S4a), § 9; arcsin x in (22), § 10; arctg x in (ü&), § 10; o* in 
(60), (621, § 18; l^x in (68), (73), § 13; eine ganze Pouktion 0(«) 
in (7 a), § 6. Ein Vergleich der dort erhaltenen Ergebniiie mit denen 
dieses Faragrapnen lehrt sofort, inwieweit die letEteren einfacher sind; 
wo das scheinbar nicht der Fall ist, liegt das daran, daas das damals 
cn Qmnde gelegte Intervall (a, b) zu Gnnsten der Anifahrbarkeit der 
Rechnnog jeweÜB spetiellen BeschrftnknDgen unterwarfen wnrde. 
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(o, 6), dem x, x-\-äx angehören mögen, unter eine be- 
lieUg kleine (positive) vorgegebene Grösse e herunter- 
drücken". 
Da 

SO hat man nur einen zweckmässigen poEitiven Wert M 
au&usu<iieQ, den |/"(i>^)| im Intervalle \a, b) nicht über- 
schreitet, dann genügt '—^ M-C e, d. i. \Ax\ <-s? der auf- 
gestellten Forderung. Eine Reihe einfacher Funktionen 
möge daraufhin geprüft werden; der Veigleich mit den in 
den §§ 8 — 12 aui elementarem Wege untersuchten Fällen 
wird den Vorzug der neuen Methode zur Genüge hervor- 
treten lassen. Mit Rücksicht auf die vorbereitenden 
Stetigkeitsbetrachtungen des § 16 wird zumeist schon die 
Angabe der jeweiligen zweiten Ableitung ausreichen, um 
die Lösung der in Rede stehenden Angabe hinzuschreiben. 

1. /(3;) = sina:. Das Intervall (ö, 6) ist ganz beliebig. 
Da (sin xy = — sin x, so wird sofort; 

Analog cos:r. 

2. f{x) = i^x. Das Intervall sei (0, h), ift|<^. 
Da (te37l" = ( — f-l = — ;; — , SO kommt; 



(23) 



eos^a: 
IJtga: dtgail 
\ äx dx \ 



Analog cotg:«;. 

3. /"(x) = aresin a; in einem Intervalle (0, 6), |6j<l. 

E^ ist (flrt^BJn ai)" -^ { — ) = — ; da für 

Vyr^^^ }i{\ -x^f 

x = b \x\ seinen grössten und zugleich y{l — x^Y seinen 
kleinsten Wert annimmt, so hat man : 
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darctöax] \Ax[ \b\ 

dx 1-^" y(i_6i)8' 
Analt^ arccosir. 

4, f\x) = arct^ x id einem Intervalle (0, h), wo h beliebig. 
Eb ist (arctga;r= (j-qr^i) - f^^T^' ^ °'"'"' N 

seinen gröasten Wert ftir a; — 6 an, (1 + j;*)* seinen kleinsten 
Wert für :7 — 0, es wird also jedenfalls: 

IndeseeD erweist sich diese Ungleichung f&r praktifiche 
Zwecke nur bei veriültnismäsaig kleinem \b\ als zweckmässig. 
Denn die Behandlung der Angabe Nr. 10 in § 18 zeigte, 

i*8S 7- — — TTT nur ein Maximum —^—^färx^ —^, und 

(1 + a^)» y3 16 ya' 

nur ein Minimum ~ tt. ffira— — besitzt, somit 

der absolute Wert von 7—- — -r- nur ein Maximum -=^ -7; 
(l + ary Y3 16 

= !■■ 0,974... iur |a;|-4=- Sobald daher Iftl >^, wird 

3 V3 '3 

man an die Stelle von (25) die vorteilhaftere Ungleichung 
zu Grunde legen: 

„_ , Marctca; daretexl 1 ,, , 

Anal<^ arccotg^. 

5. f{x) = a'{a> 0), in einem Intervalle (0, fe). 

Da (a*)"= o* (iu)', so ei^ebt sich, parallel den Formeb 
(7), (8) des § 18: 

\^-^\<\Ma^(lay, a>l,ö>Ooder«<l,K0, 

I ^ X clx I ^ 

llS-Sk^ <'»)'■ »<l,»>Oode,«>l,K0. 
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6. f(x) = \ixia>0) in einem Intervalle {a, ß), a>0, 

Da {]2a:)"=[- -i-l = — ~Z3j~> ^ wird, parallel der 
Formel (9) des § 18: 

/97^ [Jlg^ d\^x\ \AX\ 1 1 

^^'^ \ Ax da: I- 2 \la\ a*' 

7. f{x) = !xf^{x positiv, ^1), in einem Intervall (a, 6), 
a>0, ft>o. 

Aus (a;*)"=n(n — l)a:"-' folgt, parallel den Formeln 
(10), (11) des § 18: 

l Ax dx \— 2 ^ ' = ' 

In den trivialen Fällen n = 0, 1 fflt nur das Gleich- 
beitszeidien; ffir »=0 ist 3?"= 1, —t— und -r- = Oi fiir 

» — 1 ist ar= X, -T— und -r— = 1. 

Ax ax 

8. /{a;) = G(ic) = «o + «i a; + «j«* + . . . + a„ a:" in 
flinem Litervalle (a, &), 6 > a. 

Da G"(a:) = 2aa + 2 • Sflga; + . .. + n(n — l)a„a?'-*, 
so gilt analog zu (14) § 18, wenn wieder a(=-|a(| und ß 
den nicht kleineren der beiden Werte- \a\, \b\ bedeutet: 

+ «(»-l)o„^-'}. 

§ 20. EDtvickelnngen einzelner Funktionen 

Ton einer Tarisbeln naeti der Tsylorschen resp. Hac- 

lanrinsclieu Beihe. 

Die Beihenentwiokelungen des vorigen Paragraphen m^en 
an einer Reihe wichtiger Funktionen im Einzelnen durch- 
geführt werden. Die unter dem vorliegenden Gesichtspunkte 
einfachsten Funktionen sind der Sinus, der Cosinus und die 
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ExponeotialfiiiiktioD, da sie, nebst ihren beliebig weit ge- 
nommenen Ableitungen, in jedem endlichen Intervalle die 
EigenBcbaft der Stetigkeit besitzen, und da überdies diese 
Ableitungen ohne weiteres hingeschrieben werden könneo. 

i.!i-nx)-«Rx. 

Man hat unmittelbar: 

y = sin a:, y'= cos x, y"= — sin x, y"'= — cos x, 

y") = sina;, y'*' = cosa;, , . ,, 

sodass die vier Werte sinx, coex, — mxx, — cosar peri- 

odisoh wiederkehren. Nach la {§ 19) ist daher in der Ent- 

wickelung für sin {x 4- A) der absolute Wert des L^rai^;eBcheD 

ßestgliedes R„ gleich dem absoluten Werte von — y 8in(a:+#Ä) 
resp. — ^ C08(a: + dÄ)(0<d<l}, und da der absolut grösste 
Wert des Sinus wie des Cosinus die positive fiinheit ist, ao wird: 

(2) 1^1 ^S". 

sinkt also (b. § 12, (39), (40)) bei genügend gross ge- 
wähltem n unter jede noch so kleine vorgegebene (positive) 
Grösse e. 

Somit kommt als Taylorsche ßeihe für den Sinus: 

sin (a; + A) = sin a: + Ä cos a: — -^.iinx — ^. cos x 



4! ^51""" 61° 

bricht man hinter dem GKede mit der (« — 1)*™ PoteoE 
von A ab, so genügt das Restglied der Ungleichung (2). 

Von hier gebt man sofort zur Maelaurmsohen Eeihe 
für sina; über; da 8in(0) = 0, cos(O) — 1, so wird nach 
§ 19, (II). 

(la) .i 

britsht man hinter dem Gliede _ * 

zeichen das positive oder negative ist, je nachdem « ungerade 
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oder gerade — so gilt fiir das Lagrangeeche BeBtglied 
^•+'- (2^+1)1 "^ '**' (»<«<!)• 

Dass hier in der That das eventuelle GleichheitszeioheD 
von (2) in W^ifäll kommt, sieht man bo ein. Da der Fall 
eines negativen x mit Rückeicht auf sin( — x)=-' — sinx 
auf den eines positiven z zurückkommt, so kann man sich 
auf letsteres beBdu-änken. Sei etwa n gerade, so entwickele 
man das KestgUed Btn + i gemäss § 19 (II) um zwei Stellen 
weiter: 

*"+'-(S+lj!-(2^+6)! + ^"+" 

IÄ.+ 



(2« + 5)1' 



Wie in § 12 (39), (40) gezeigt, nehmen die Grössen 

(2^+1)1 ' (2«"+ 3)! "" ^'°" ''°* ''" ^"^ ™'' 

X sei, von einer gewissen Stelle ab — sobald nämlich 
2« + l>a: — aucoessive und bei beliebig wachsendem 
Index beliebig gegen Null ab. 

Denkt man sich demnach » bereits so gross gewählt^ 

daas 2n + l> X, d.in> — 
lim so jnehr: 

(3b) JJ,-+i < (2„ + 1)1 - (2« +3)! + (2n + 5)!' 

und Bomit auf Grund des Satzes § 12 {22) Rtn+i sicher 
kleiner als das erste Glied rechts von (3 b): 

(3c) Ik.+ 



Ist dagegen n ungerade, so wird Rm+i negativ mid man hat 

nur Btn + i in (3c) durch seinen absoluten Wert zu ersetzen. 

Offenbar l£sst sich dieser Gedankengang 

ohne weiteres auf den allgemeineren Fall (A) 
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ausdehnen, wo die Maclaurinsche Entwieke- 
lung einer Fnoktioo f(x) eine alternierende 
Beihe (a. § 12, (22a)) von der Form <lo— 4 
+ if — ij + . . . liefert, in der die X positive 
Grössen bedenten, die gUedweise und bei 
beliebig wachsenden] Index gegen Null ab- 
nehmen, mit der Eigenschaft, dass, wenn 
man die Entwickelung hinter Xn—i abbricht, 
der absolute Wert des Restgliedea ^<iii 
auBfSUt. Dann ist \Sn\ < Xn — in+i + ^+%, 
mithin gemäss § 12, (22) |B,|<i.. 

Demnach ist die beliebig weit fortsetzbare Entwicke- 
lung (la) für sin a; eine alternierende, und zwar, wenigstens 
von einer gewissen Stelle ab, mit demselben Gesetze, wie 
fär die alternierenden Ä^;regate des Satzes § 12, (22ii), 
d. h. bricht man hinter irgend einem Giiede ab, so ist der 
begangene Fehler, absolut genommen, kleiner als der absolute 
Wert des nächstfolgenden Gliedes. In diesem Sinne gilt also: 

„Für ein genügend grosses » («>^-i-^ — | 

leistet die nach dem Gesetze (la) beliebig 
weit fortsetzbare Entwickelung von sinx 
ohne Kenntnis des Lagrangeschen Rest- 
gliedes dasselbe wie die nämliche Entwicke- 
lung mit dem Gesetze (3) des Lagrangeschen 
Restgliedes." 

Ganz anali^ verläuft die Betrachtung von: 
2. y — cos X. 
Man hat: 
p = cosa:, y'= — sina;, y''= — cosa:, y'"= Btax, 
yW =. 008 ar, jW =- — sina:, . . ., 

so dasB die vier Werte cosa;, — einx, — cosa;, sin ai' peri- 
odisch wiederkehren. Für das Lagrangesche Bestglied der 
Taylorschen Beihe gilt genau dieselbe Betrachtung, die zur 
Ungleichimg (2) luhrte, und man hat als Taylorsche Beihe 
f9r den Cosinus: 



(4) 



§ so. Reihenentwickelniig fOr den OoBmiw. 

m *. h' . 

Bowie als Maclaurinsche Reihe: 

(Ha) c»:.-l-^ + jj-^ + jj 

wo das Vorzeichen von positiv oder, negativ ausfallt, 

je nachdem n gerade oder ungerade ist, und wo för das beim 
Abbrechen hinter -r- : auftretende Beatglied jßgn+i gilt: 

Qanz wie hei (la) ISast eich die beliebig fort^setste 
Entwic^elung (IIa) auch ohne L^rangesches Bestglied 



Fehler, absolut genommen, kleiner als der absolute Wert 

des nächstfolgenden Gliedes ±-j7: „rj, gleichgültig, wie 

(2n-\-dy. 
viel Glieder man noch hätte folgen lassen. 

Vermöge der Taylorschen und Maclaurinaehen*) Ent- 
wickelung des Sinus und Cosinus lassen sich die bekannten 
Formehi für das „Additionstheorem der Trigonometrie" 
(s. diese Sammlung Bd. III, § 43), die 8in(a; + Ä), co8(a; + A) 
durch sin«, cosa:, sinÄ, cosÄ ausdrücken, für ganz be- 
liebige Werte von x und h unmittelbar einsehen. Es 
genüge, etwa Bin(:c -f h) zu betrachten. Indem man sich (I) 
bis zur (« — 1)*™ Potenz von h fortgesetzt denkt, wo n 



*) Auf demMlben We^e kann man aiu den MkolanriuBohen Ent- 
wickslungen für linfc nnd oosx die Existenz der fundamentBlen 
Identität tin' x + oat' x = 1 entnebmen. Denn bei beliebig weit fort- 
gBBBtztar Entwiokelang iet stets der Koeffizient von «*" in sin'a; 
+ coB*a! — 1 duselbe Aggregat von Gliedern, da» nach dem bino- 

tniBChen Satze ans — r^-^, — entsteht, also verscli windet, während 

der Rest unter jede Grenze henmterge drückt werden kann. 
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ungerade Bein mag, und die zu geraden reep. ungeraden Po- 
tenzen von h gehörigen Glieder je zusammenfaBBt, kommt: 
. / ÄS Ä* Ä« Ä—i \ 

+ -4-S + 5; — ■^(£ir)+^- 

Da aber der Faktor von sin:e bis auf ein Restglied q^+i 
mit cosÄ, und der Faktor von cosx bis auf ein Kestglied P, 
mit sinÄ übereinstimmt, und da der absolute Betrag von 
R^ -\- sinx Qn+i + coBX P„ höchstens gleich der Summe der 
einzelnen absoluten Beträge ist, so entsteht gemasfi (2), (4), (5): 

]8in(a; + Ä) — (eiu2;coeA-|- cos a; sin ä)| < J-ij- 
(7) " 

|A|"+'|Bina;| |A|" |coBa;| 3\k\' 
"^ (»+1)1 "^ «! ^ «! ' 

d. h. die linke Seite sinkt bei beliebig waobsendem n uiit«r 

Sie Grenze. Für ein gerades n tritt nur eine unbedeutende 
odifikation ein. 

Bei der Exponentialfunktion mit der Basis e (§ 12, (III')): 
3. tf^^ 

ist ? = y'=- j''= y"'= ■ • •> mithin resultiert als Taylorsche 
Beihe: 

e^+* = e« + Äe^+^ö« + ^c- + ... + -: 



2!" ^3! " ^■••^(n — 1)!' 

(HI) 



+ ^e«+*»(0<*<l), 



-e'e» = e«(l-HÄ + |l + p + ...+ 



(» - 1)! 



d. i. also, bis auf die Form des Rest^liedes, die bereite in 
§ 12, (Vb) erhaltene Entwickelung. Die Maolanrinsche 
Entwickelung für e* ist in (III) durch den Faktor von ^ 
mitgegeben; es gilt also, wenn man für Ä wieder x schreibt; 



g 20. Reihenentwickelang fSr die Exponentialfimktioii. 269 

(0 < ^ < 1). 

Da im Intervalle (x ... a; + ä) e* entweder nur zunimmt 
oder aber nur abnimmt, je nachdem Ä positiv oder negativ ist, 
BO ist entsprechend der gröaste Wert von C daselbst 6*+* oder 
aber e', der indessen selbst nicht erreicht wird, da die Grenz- 
werte ö = 0, 1 ausgeschlossen sind. Somit gilt für das 
Lagraogesche Eestglied E^ der Taylorsdien Entwickelung 
von ^+*: 



[Iä.kH'«. (*„eg.), 

aus denen die korrespondierenden ÜDgleioliuiigen fOr das 
Bestglied der Maolaminschen Entwickelung iur e* durch 
Nnllsetzen von x hervorgehen; die linken Seiten von (8) 
haben wiederum fiir Hm n = oo den Grenzwert Null. Im 
besonderen reBuItiert für Ä = 1, bis auf die Form des Rest- 
gliedes, die alte Entwickelung (§ 12, (13)) för die Basis der 
natürlichen Lc^arithmen: 

(9).-l+i + i + i + ...+ (^ + ü., ü.<ä. 

Man bemerkt durch Veigicichung, dass die damals erhaltenen 
Feblerregeln eine feinere Abschätzung gestatten. 

Die parallel laufenden Entwickelungen für die all- 
gemeinere ExponentiaLEunktion a" gehen (wie in § 12, (VI)) 
aus den obigen unmittelbar hervor, sobald man daselbst x 
durch xla ersetzt. 

Wir kommen jetzt zur Untersuchung des Logarithmus 
nnd der Potenz, die manches Gemeinsame darbieten. Die 
Diskussion der höheren Ableitungen verursacht keine 
Schwierigkeit; indessen wird es notwendig werden, die 
Cauchysche Ei^nzungseutwickelung III des § 19 heran- 
zuziehen. 
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4. Der Lc^aiithmus. 

Da sich ]gx und Ix nur um den konstanteD Faktor la 
unterBcheideu (s. § 13, S. 127), bo kann man aicti auf die 
Beiheneatwickelnng des natflrliclien I^^rithmus beßchränken. 

Da weiter l{a + h)'^lL(l +-]\ = la + l(l + ~], so ge- 
nügt wiederum die Untersuchung von 1{1 + x), wo|a:| <1, 
für die man sieh entweder der Tajtorechen oder Maclaurinschen 
Formel bedienen kann. Für ä =- ^ 1 wird i(0) = — c», 
somit ist bei n^;ativem x von vornherein die Beschränkung 
anf 1^1 < 1 geboten, während bei positivem x noch der Grenz- 
&11 X'^l von Interesse ist. 

Die snccessiven Ableitungen von y = lx sind: 

y =-, y =- r=- — X-*, 

X x^ 

^^^^ y'"^ + 2 ■ «-», yW = — 2 . 3 • X-*, 

ytW„ -|-4!iC-S . . ., t/W— + (»— l)!«-", 

wo das positive reap. negative Vorzeichen gilt, je nachdem 
n unger^e resp. gerade ist. Demnaoh ergebt sich aus (la) 
oder auch aus (II) {§ 19) die fieihenentwickelung: 



(IV) 



Hier ist das Bestglied zu prüfen, das sich, vom Vorzeioben 
abgesehen, in die Form setz^ lässt: 

("> «-r(rT5i)"- 

Sei zunächst x positiv, < 1. Dann ist T-r—ir- < a:, es 
wdalBo; - 1 + *«- 



1(1 + 


-^-"-Y + T- 


-T + --- 


A^^ 


oberes Vorzeichen bei geradem n | 



JU,l,Zt!dbvGüÜglC 
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Somit hat Ji» bei beliebig wachseadem n den Grenzwert 
Null, aach noch für a; = 1. Die Yoransaetzungen der 
Bfiihe (IV) sind erfüllt, da 2(1 -i- x), wie auch die n^ Ab- 

leitoDg von ^(1 + x), nämlich + (« — 1)! ■ für jedes 

natürliche n im Intervalle x = bia x^= 1 Btetig verläuft. 
Diese VoraoBsetzungen sind offenbar aaeh noch (für das 
Intervall von bis x) erfüllt, wemi :c > 1. Indessen erkennt 
man leicht, dass in diesem Falle die Reihenentwickelnng 
für 1(1 -{-x) divergiert, d. b. dass |^| bei wacbsendem n 
aber alle Grenzen wächst Denn gesetzt das Gegenteil fände 

stat^ so könnte, da i2„ ^ \- ^-|-i, auch — mit wachsen- 
dem n nicht nuendlich gross werden, was doch der Fall ist 
(8. § 12, (39), (40)). Der nämliche Schluss. gilt ersichtlich 
immer, wenn das n** Glied der Taylorschen resp. Mac- 
laurinschen Reihen entwickelung für lim n = oo unendlich 
gross wird. Ebenso folgert man umgekehrt, dass stets, wenn 
limji^|=0, auch das «*• Glied der Reihenentwickelung 
ge^en Null konvergieren muss. 
Die Reihe 

x' sfi X*- 

ist vom ersten Gliede an eine alternierende, deren Glieder 
guocessive und bei beliebig wachsendem n beliebig abnehmen, 
and ihr Fehleigesetz stimmt mit (12) überein, so dass man 
wiederom in der Entwickelung (IV) die Kenntnis des ßest- 
gUedes entbehren kann. 

Im besonderen hat man für x=l: 



Nunmehr sei x negativ, = — 0, wo « < 1, dann wird 
der in (11) auftretende Quotient 



joogle 
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Solauge ->2 cLh.*<i, bleibt der absolute Wert 
X " 1 
1 11— — T— , A L T imteriialb der Einheit, da: 

1 + &X 1 



ond es konvei^ert wiedemm \RJ\ für wachsendes n g^en 
Null, inaofera jetzt an die Stelle von (12) tritt: 

M i«-i<ä(t^.)"' '"I^Kj' 

vShrend die zugehörige Reihenentwickelung für 1{1 — b) 
lautet; 

!(l+x)_!(l_,)_-«-^-?f-.., 
(TV.) 

-£-^-|i!.|(0<«<l). 

Auch ffir Ä = n hat nooh \BJ < — Rlr lim h = oo den Grenz- 
wert NnU. 2 » 

Ist dagegen wiedenun :r negativ, — — t, wo aber e jetzt 
zwischen - und 1 enthalten ist, so versagt der Schloss, dass 

der absolute Wert von -z r— < 1 bleibt Zieht man in- 

l + &x~ 
dessen die E^i^finzungsentwichelung III des § 19 mit dem 
Caucbyschen Keetgliede (18)- daselbst heran , so nimmt das 
Bestglied — S^ die Gestalt an: 

— it. — e".(l — ^y- »(1— ^ar)-" 
(15) ^ / 1 _ ^ \— 1 

"l — d« '\l — &el ' 

Hier ist der Quotient -: r- < 1 ; ersetzt man ausser- 
dem den Nenner 1 — ^b durch seine untere Grenze 1 — «, 
so hat man um so mehr: 
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(16) -•B.<j^, 

SO daee — ^ d. b. der absolute Wert des Best»;liede3 bei 
wachsendem n gegen Null koDveigiert, während die Eat- 
wiekeluDg für 1(1 — e) im übrigen dieselbe bleibt, wie in (IVa). 
Die durch (16) gelieferte Abschätzung des Fehlere |ü«| lässt 
sich noch verfeinern. Denn setzt man die Entwickeltmg (lYa) 
um p weitere Stellen fort, so wird: 

<-(i + » + »■ + ... + »'-') + j^, 

mithin nach § 2, (I): 

Denkt man sich hier n fest^halten, während p über 

alle Grenzen wächst, so konvei^ert gegen Null, und 

an die Stelle von (16) (ritt: "+^ 

(16a) -1^-\^\<1-Y&i- 

Dieser Scbluss lässt sich auf den allgemeineren Fall 
ausdehnen, wo eine Taylor sehe oder Maciaurinsche £nt^ 
Wickelung vorliegt von der Gestalt: 

bei der, wenigstens voa einer gewissen Stelle, von «< an, 
alle Glieder das nämliche Vorzeichen haben, also etwa alle 
positiv sind, und wo von einer weiteren Stelle, von «„ ab 

(n>i), stets die Quotienten — —, — ^, .... unt«r einer 

= », ' M.+ 1 

angebbaren festen positiven Grosse e bleiben, die kleiner 
als 1, und wo liinB„+p=0 ist. Denn ans: 

it±I<., fi±i<,, ifi±i<.... 

«H ««+1 ««+» 

W.Pr. Meyer, Differentialrechnung. i^ ^, ,„.XS{J,qqqIi^ 
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folgt durch resp. Multiplikation der zwei, drei, . . . ersten 
dieser Ungleichungen: 



Schreibt man dae (Lagrangesche oder Caach^sche) itest- 
glied Ba in der Gestalt: 

JJ, = M. + lt. + l -i- ... + «„ +p _ 1 + iJ„+p 

80 wird: 

Ü.<«.(1 +« + «' + ... + «'-') + J!.+, 

mithin, da Um ii«+p = 0: 

(16b) «•<r^- 

Hier ist nur auf beiden Seiten der absolute Wert bu 
nehmen, falls alle Glieder « (von «,■ an) negativ wären. 
Ee ^t also der Satz: 

(B.) „Sind in einer Taylorschen oder Mac< 
laurinschen Entwickelung % + % -|- u^ -|- . . . 
alle Glieder, wenigstens von einer gewiesen 
Stelle ab, gleichnamig, bleibt ferner, von 
einer weiteren Stelle ab, stets der Quotient 
eines Gliedes durch das vorhergehende 
unterhalb einer angebbaren festen positiven 
Grösse e, die <1, und konvergiert überdies 
das Bestglied hei wachsendem Index gegen 

Null, so ist |B„]<J^« 
' ' 1 — ^ 

Die Entwickelungen (IV), (IV a) sind offenbar für eine 
praktische Berechnung der LogarithmeD wenig geeignet, da 
sie nur „langsam konvergieren", d. h. man Dedürfte 
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einer auBserordentlich grossen Anzahl von Gliedeni, um 
auch Dor eine massige AnnSherung zu erzieleo. Zieht man 
jedoch (IV a) von (TV) ab, so gelangt man wegen 1(1 + x) 

1 + X 
— ?(1 — x) = Ir: ZU der bereits besseren Entwickelong") 

für den natürlichen Logaritlmiua: 

Behufs Anwendung von (IVb) denke man sich den 
Logarithmus IN einer ersten Zahl N (z. B. N ~-\) bereits 
be^nnt; um dann den Ix^arithmoa l(N-\- i) einer grösseren 
Zahl Jr+ Ä zu finden, bringe man die Differenz beider, 

nämlich I(jV+ Ä) - IN= l^^ - ?(l + ^ auf die Form 

,1 + « 7/, , 2« \ ^ . . 23T A 

l- = *t 1 +-: ; man aetze demnach -= ^=, 

1 — X \ 1 — x) 1 — X N 

woraus x = . „ , , also von selbst < 1, hervoi^ht Damit 
geht (IVb) über in: 



(IVcl 



^'+l(w^h- 



üisbeeondere ergiebt eich erstens so iär N=l, A-=l, 
h 1 



2jr+» 3 

3 3> ^6 3» ^7 3 



+±.i+i,±+i.i+. 



•) Unter Anwendung der Regel (B) ergiebt aioh, dasa, wenn 

L die rechte Seite von (IVb) hinter abbriolt, der Kest 

+ ( kleiner als ^ — zrrr'i 1 aiefiült. 

18* 
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und zweitens, da 10 = 2» + 2 — 2M 1 + ^, also 110 = 3J2 



*) Anf Qnmd toii(IVo) laMsn aicli fdr IlO at&rker konvei^erend* 
EntwickelnnTeii herstellen. Man gelangt zq einer tolclien, indem man 
eine hOÜere Potenz von S anflocht, die einem (geeigneten) Moltiplmii 
Ton 10 mOgUchat nahe kommt. Nnn ist 2'* = 4096, nbo: 

«00-!.- + 2-_2..(l + ±)_S.-(l + ^), 
utdeterseita iit: 

41-40(l + l) = 2..10(l + i-), 



^40/- 
Nimmt man »Uo in (IV o) einmal N—l, h = 



l 



1021 
1 andere M*IN=1, Ä = — , lomit 



14100 = 2110 + i 41 = 2" n 1 + - 



sW+h 
« 1 

2S+h 81' '° 



2iio+ai2 + no + 2(^+ 



81» "^6 -81' "' 



= 1212 + 31 



1 



1 



r+^ 



1 



\2049 ' 8 ■ 2049" ~ 6 ■ 2019' T ■ ' ■/ ' 
1 hier fOr IS seinen Wert ans (18) ein, so ergiebt iich: 

no = 8o(i+^+^ + ...) 



\9 '^a-' 

+ *(ftT + ifTsTT + fi 



1-81' 



81' 



-6 , 



I 



reap. die ersten 
n Dezimalstellan 
ei Einheiten): 



\2049 ' 3- 2049* ^6- 2049» ^ 
Benutzt man von diesen drei Elammerentwiokelangt 
fünf, drei, ein Glieder, bo erhält man {10 bis auf n< 
genau (die sehnte Stelle differiert nm weniger als z 

110 = 2,302685093168... 
während in Wirklichkeit: 

n0 = 2,80a 585092994... 

izt Da I3! = i".n0, BO liefert der Wert von 110 dae Mittel, um 
Ton irgend einem natärlichsn Logarithmas zum entaprechenden 
BriggiBohen aberzngeben, und umgekehrt. 



% 20. ReUieuentwickeliuig & (1 -f- '»)"'■ 277 

5. Potenz p -^af mit beliebigem Exponenten m. 

Da (a + Ä'" =" ö™(l +— 1 , so genfigt es ffir praktiscbe 

Zwecke, die Entwickelung von {1 + a;)" ffir ]a:| < 1 zu nnteiv 
suchen. Die succeasiven Ableitungen von a^ sind: 

(19) (^)'=»'^"^ («-r^ '«('»- 1)^-', •• ■» 

(a;"*)« = m(m— 1) . . . (m — i + l)rc"— ■. 

Somit werden die ZahleakoefEzienteu der Potenzen x, 
x^, . . , in der Maclaurinsclien Entwickelung (II) (§ 19) für 

(1 4- ic)" die BinomialkoefGzienten m^, m^, . . . von m (e. § 6): 

„ (1 + a;)" = 1 + m^x + m^x' + m^x» + ... 

+ »h,_iJ^->+ii„, 0<|a:|<l, 
wo das Lagrangescbe Reet^lied E^ lautet: 
(20) Ü« = m^STf" (1 + »xf—. 

Die Voraussetzungen für (V) sind erfüllt, da (1 + x)", 
wie {(H-a;)")m"»i(«»— 1) ... {m — i + l)3^~* fiir 
ir^nd einen Wert x, dessen absoluter Betr^ > und < 1 
ist, (und auch noch für a; = 1) stetig sind. 

Der besondere Fall, wo m eine natürliche Zahl ist, 
kann hier ausgeschlossen werden, da er auf den binomischen 
Satz (§ 6) zurückführt; in der Tbat britiht dann, da 
m„^i == »»m-fi = . . . = 0, die Reihe (V) von selbst hinter 
fn„x"* = x"" ab. Wie beim Logarithmus werden die beiden 
HauptMle eines positiven und eines negativen x zu unter- 
scheiden sein. 

(A.) Es sei X positiv, > und < 1, 

Das £«stglied B» (20) lässt sich dann in den Formen 
schreiben: 

(21) Ä, _ ,„.(j-£^)"(i + »xr - m, Ijr—Xi^ + ««)"• 
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Hier ißt ^x; da (1 -\-&x)" ein von « unab- 

hängiger fester Faktor ist, so bleibt die Frage zu beantr 
Worten, ob |»»«af | für ein poeitiveE x< 1 bei beliebig ■wachsen- 
dem n unter jede Grenze sinkt. 

Es geschieht das durch einen ähnlichen Gedankengang, 

wie bei dem entsprechenden Nachweise für --j- in § 12 (39), (40). 

Sei erstens der Exponent m positiv und zwischen den 
beiden natürlichen Zahlen 7»i und »ti + 1 (m, = 0, 1, 2, . ■ .) 
enthalten. Dann zerlege man das Produkt m^af* in die n 
Faktoren: 

1^' 2 '^' 3 ^■■■' 
(22) 



k 



♦»1 + 1 m^+2 

m — <»ti + w — t»i — 1>„ 



Hier sind die Zahlenfaktoren von x von — bis inkl. 

— ^ positiv, vom nächsten Gliede an negativ. Der 

absolute Wert der negativen Brüche r^ — , , , ., 

„_1_„.... •* . „ . __»!, + 2 



- bleibt stets unterlialb der Einheit, wie gross 



n auch s^, mithin der absolut« Wert dieser mit x multi- 
plizierten Brüche <x.*) 

Unter den m^ + 1 positiven Brüchen: 
m tn — 1 m — *+l m — m^ 

T' 2~' ■■■' h ' *■■' Wi + l 



*) EierauB geht beraitH hervor, dWB |tH«3'"i <.*'*„^^-i<'^i oder, 
da der letete positiTe Bmoh von (23), r-r-i itetB <1 ist, dsM 

' ' " Ml + 1 ' ' 

|ni»a^| <ini,,,iB", abo Jm«iE"] für liinn = oo (und |3;j < 1) ge|[en 
NdU konvergiert. Bie Formel (S4) des Textes geatxttet udesaen eme 
feinere AbBchatzang. 

Saa Verfahren dei Textes zeigt such ohne veitere8,daH |mHX'*{ für 
lim n =^ cx) nnd x > 1 den Grenzwert <x> hat, aho die Entwickelnng 
(V) dann divergiert, and doB Entsprechende gut für ein negativea tn. 
Über den Fall a: = 1 siehe weiter nnten. 
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muas es einen ersten, etwa den if™, geben, der <1 aus- 
fällt; die darauf folgenden sind dann um so mehr < 1. 

Die Zahl k bestimmt sich demnadi als die kleinste 
natürliche Zahl, die der Forderung genügt: 

(23) 'l^::i±i<ii,e.*>?L±l. 

Versteht man daher unt«r k die erste natürliche Zahl, 



positiven Brüchen der Beihe (22) die ersten k — 1 grösser 
als X, die weiteren kleiner als x. Somit ^t für aen ab- 
soluten Wert von m^üf, wie gross auch n sei, 
(24) Kx"! <(m»_ia^-') • a?— » + '(«> 0), 

sinkt also für ein positives x<l mit wachsendem n unter 
jede Grenze, da dies mit a:"— *+• der Fall ist, während 
mjt_iX*~' ein fester, von » unabhüigiger Faktor ist. Das näm- 
liche gilt offenbar auch für ein negatives x, wenn nur |a:| < 1. 

Zweitens sei m n^ativ, = — ft. 

Man zerlege, analog zu (22), m^x" in die n Faktoren: 

,, (-f^)(-^-^«)(-^')- 

Die Produkte 

1^' -^2^^' 3 ^' ■■• « " 

sind alle positiv, und unter ihnen giebt es wiederum ein 

erstes, das f*: — = x, das kleiner wird als die En- 

k 
heit. Denn die Forderung: 

(26) ^'^\~^ x<li.e.{j*'-l)x< k{l — x) 

liefert täi k: 

(26a) Ä>(^_1)_^. 

DuiiizodbvGoogle 
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Man nehme also k als die erste der natüriicben ZaUen 

1, 2, . . . , die (26a) genügt. u4-k 1 

Um jetzt zu erkennen, wie sich die auf — t * 

folgenden Produkte verbalten, vergleiche man überhaupt it^nd 

sweisucceBBiveBrüche der Seihe ^, ^—-r — , .... — , 

12' n 

etwa den f*" und den (r + l)*", indem man ihre DifiFerenz 
bildet: 

/97\ /i + r^l _ /t + r fi— 1 

^^*' r r+1 r{r+l)- 

Mitbin nehmen, solange /t> 1, die Brüche ^, ^—^ — , ..., 

— bereits vmn ersten an gliedweise ab. Bezeichnet 

man der KOrze halber den in Bede stehenden, zwischen 



M + t- 



und 1 befindlichen Wert von 

wird jetzt: " 

(28) |f»„a:''|<K_,a:*-ie:-*+S 

konvergiert also wiederum für lim n => oo gegen Null, so- 
lange |x| < I. 

In dem ausgeschlossenen Falle ju < 1 uehmen zwar 

umgekehrt die Brüche ^ , ^— ^ — > ■ • • . ~ vom 

ersten an successive zu, bleiben aber stets < 1; endlich för 
/* = 1 sind alle Brüche gleich 1. Mithin wird für /i < 1: 

(28') |m„a:"|<]a^], 

und es gilt derselbe Schluss wie bei (28). 

Somit ist die bezüglich der Konvergenz von |»Ih*"| fiir 
ein positives x<i\ aufgeworfene Frage in bejahendem tiinne 
entschieden, und es konvet^ert demnach auch der absolut« 
Wert des Restgliedes Jt, (21) bei beliebig wachsendem » 
gegen Null. 

Der nämliche Schluss bleibt auch noch, wie beim Loga- 
rithmus, bestehen, wenn x zwar negativ, aber ]3:|^|<-g 

1 
ist, während sich, wenn f zwischen ^ und 1 gelegen ist, 
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nichts d&rüber aoBBageo lässt, ob - — # in (21) kleiner 
oder grösser als 1 wird. ^ 

Man ziehe daher für ein negatives x~- — $, f < 1 , 
^viederum die Entwickelung IH des § 19 mit dem Cauchyschen 
Kestg^ede (18) daselbst heran, dann konunt für das Restr 
gUed K.: 

(30) ^.-'»fa-^fr-K'»-!)"- 



da hier: 

1- 



T 



-<f, lim|(™ — l)._,|J"-'-0, 



1-' 

80 konvergiert in der That |B„| bei beliebig wachsendem n 
gegen Null. 

Man beachte noch, dass die Entwickelung (V) bei 
positivem x{< 1) von einem gewissen Gliede an, eine altei^ 
nierende ist; wenn nämlich m positiv ist, zwischen den natür- 
lichen Zahlen mi imdtB^-l-l enthalten, wechseln die Binomial- 
koeffizientea m, gemäss (22) vom {m^ + l)"" inkl. an ihr 
Vorzeichen; wenn aber m n^;ativ, bereits vom ersten GHede 
an. Aus demselben Grunde weist die Entwickelung (V) bei 
negativem x, von einem gewissen Gliede an, lauter gleich- 
namige Glieder auf. 

Überdies lässt sich n so gross wählen, daas in beiden 
Fällen der absolute Wert der Glieder in (V) beständig ab- 
nimmt. Sei zuerst wieder x positiv « 1), so soll also, von 
einem gewissen n an, , stets |»»« + i]a:"+' < |»»„la;" werden, 

d. h. — —\ X — r- a; < 1. Für positives m ist das 

I »»« I n+ l 

immer der Fall, und auch noch, wenn m negativ und |»mI<1; 
ist aber n» negativ und |m| = ^ > 1, so liefert die in Kede 
stehende Forderung: 



Bei negativem a; — — | ist hier nur X durch | zu ersetzen. 
Denkt man sich daher n in jedem Falle bereits dement- 
sprechend hoch gewählt, so verwende man zur Abschätzung 
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des Fehlere \K,\ die Regeln (A) S. 265 and (B) & 27i 
Bei positivem x{< 1) ei^ebt sich: 
(28a) |ft,| < [»(„la?', 

bei negativem x = — f , f < 1> wenn — ^ f — e(< 1) ge- 
setzt wird: I "^ 1 

(28b) |B;,j<|«„|f._A_. 

Nunmehr soll auch noch der bisher ausgeBchlossene Fall 
a: = 1 erledigt werden. Gemäss (21) kommt die Frage dar- 
auf hinaus, welchen Grenzwert der absolute "Wert des Bino- 
mialkoeffizienten m^ für beliebig wachsendes n besitzt 

Da dieser Grenzwert für m = — 1 , wie oben bemeikt, 
gleich der Einheit ist, so liegt es nahe, die beiden Hau[^ 
fälle m -|- 1 ^ von einander zu trennen. 

Sei also erstens m + 1 < , so setze man wiederum 
m^^ — (i, wo nunmehr /t>l, so sind gemäss (27) alle 
Faktoren des Produktes: 



,. + 1 ,.+ 2 ,. + »-1 ii + n 
2 3 ■■■ » « + 1 


« + 2 


lt + n+p — 1 i^^n+p 
n + p n+ji+l' 





grösser als 1 und uebmen vom ersten an beständig iA>. 

Greift man daher das Produkt U von ii^end p aof- 
einander folgenden jener Brüche heraus: 

77 /* + ** /* + »+! /^ + »+J> — 1 

■"»+1" » + 2 ■•■ n+p ' 

und ersetzt hier jeden der p Brüche durch den letzten, der 
der kleinste ist, so erhält man die Ungleichheit: 



ii>\ 



also um so mehr, nach der in § 1 (8) angewandten Schloss- 
weise: 

n>i+ifc:i). 

n-\-p 



V Grmiwart de* BinoinialkMfGzienten. 

■1) 



iur ein ge- 



n+p 
eignet hohes p stets eine feste, nur von m abhängige, wenn 

auch noch bo kleine positive Zahl — (s > 1) überschreitet, so 

1 * 

wäre H > 1 + — , und bei beKebig oftmaliger Wiedeiv 

holung dieses Verfahrens würde sich sofort ergeben, dass 

lim |«b| > (l + -) , wo V eine beliebig grosse natürliche Zahl 

ist, d. h. dass lim (ntHJ '~ <3o wäre. 

Um aber die Bedimrung ^^--^^- ->— zu erfüllen, hat 

* ^ n+p s 

maamn p{s{ft — I) — l)>»,i.e.p>— j ■■ - zu wählen. 

Das ist stete möglich, sobald s{/t — 1) — 1 positiv, d. h. 

sobald fi — 1 > — ausfällt; da abernach Voraussetzung /^ — 1 

positiv ist, BO lässt sich offenbar stets eine positive Grösse s 
derart annehmen. Also ist in der That lim |m«{ " co. 

Danad» spricht im zweiten Hanptfalle »t + 1 > die 
WahrBcheinlichkeit dafür, dass jetzt lim »»„ — wird. 

Bildet man wiederum die Reihenfolge der Faktoren: 



so sind dieselben von einer gewissen Stelle an, 
negativ, also deren absolute Werte; 

« — m n — m+ 1 n+p — 1 — 

» + 1' » + 2 '■•'' n + P 



sämtlicb kleiner als 1 und, gemäss (27), fortwährend zu- 
nehmend. 

Greift man demnach für iigend ein » > m wiederum 
das Produkt U von p aufeinander folgenden jener Brüche 

heraus : 

n — m n — m + 1 n-\-p — 1 — m 

^ w+ 1 n+2 "" n+p ' 
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SO ist jetzt der letzte Bruch von allen der grösste, Tmd man 
hat die Ungleichnng: 

\ n-ifp I 

£e handelt sich um den Nachweis, dass man p, wie gross 

auch n sei, stets aohoch w^len kann, dass | 1 

unter einen festen (nur von der Grösse wt abhängigen) posi- 
tiven echten Bruch e heruntergedrückt wird, oder, was dasselbe 

ist, daaa man ( — ; ) stets grösser machen kann, 

*1 \n + p— 1 — m/ ^ ' 

als -. 
e 
Nun ist: 

«+i> ^ „ + p — (OT+l) + (m+l) 

„ + p_l_», rt+iJ-(»» + l) 



= 1+1 



l-i'~(»i + i)' 



mithin ist die vorliegende Äu&abe die nämliche, wie die im 
ersten Hauptfalle wi-f- 1 <0 behandelte; man hat nur die 
dort auftretenden Grössen (i — 1 und » durch m + 1 resp. 
n — {m + 1) zu ersetzen. Sobald daher n > n» -j- 1 gew^t 
ist, und eine positive Grösse s derart angenommen, dass 

»» + !> — ) was nach Voraussetzung m + 1 > inuner 

möglich ist, so bestimmt sich p durch die Forderung: 



i'> 



(W+1)5- 



Damit ist aber, wenn man das eingeschlagene Verfahren 
beliebig oft wiederholt, bewiesen, dass, wenn man den abso- 
luten Wert des Produktes der ersten « — 1 Faktoren: 



2 
mit A bezeichnet, lim |»t„| < A I 
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liebig hohe natürliche Zahl bedeutet. Also ist in der That 
für m + 1 > lim »i„ = . 

Demnach koDvergiert die Entwickelung (T) auch noch 

für 37 — 1 , so lange m + 1 > (aber nicht mehr, wenn 

m + 1^ 0), und ee resultiert: 

(l + l)" = 2"'=l+mi + »», + '»B + 'Mi+-.- (»»+1>0). 
Durch Zusammenfassung der Ergebnisse gelangt man 

demnach zu folgendem Satze: 

„Solange der absolute Wert von x kleiner 
als die Einheit ist ~ und für x — 1 auch 
noch, falls n» + 1 > — , gilt die konvergente 
Entwickelung: 
(V) (1 + ic)" = 1 + m^a; + m^x' + m^x'' + ... 

+ tw^-ia?--' +Jt„, 
die, von einer gewissen Stelle an, alternie- 
rende oder aber gleichnamige Glieder auf- 
weist, je nachdem x positiv oder negativ ist, 
und wo der absolute "Wert des Eestgliedes 
den Regeln (28a} resp. (28b) genflgt. Hierbei 
ist » bereits so gross gedacht, dass wenn m 
positiv und zwischen den natürlichen Zahlen 
Wj und % + 1 enthalten, « > »»i + 1 ; wenn m 
negativ "■ — /i und /*<!, «>!; endlich, 
wenn m negativ = — /* und pt>l, 

Die Entwickelung (V) heisst die „binomische Reihe". 

Bemerkenswert ist insbesondere der Fall, wo m das 
Negative einer natürlichen Zahl /* ist. Dann ergiebt sich 
aus (Va), als Verallgemeinerung der geometrischen Reihe 
(/i-l)(§ 2,11): 



{l-xY '^"-^^ 1.2 * ^ 1-2-3 

(M = l, 2, 3 ...). 
Unter den zahlreichen Anwendungen der binomischen 
Reihe seien hier zwei hervoi^hoben. 
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Einmal bietet die Reihe ein bequemes Hilfsmittel zur 
Äusziehung von Wurzeln auB Zahlen. Beispielsweise hat 
man für ^36: 

i/5ii_(32 + 4)r_2(l + ±)'_2(l+i)'. 



somit wird: 



\5/b 125' 
399 

■ 15625 ' 



+y.p+- 



1 



40 800 ^32000 2560000 
399 \ 



+ E 



512000000 '"}' 
Bricht man hinter dem fünften Gliede ab, so erhält 
man einen zu kleinen Wert für ^36, und der Fehler ist 

399 
kleiner, als das nächstfolgende Glied d. L 2 • ,^^^^^ , 

also ca. 1\ Einheiten an der sechsten Dezimalstelle. 

Die zweite Anwendung der binomischen E«ihe beziehe 
sich auf die sogenannte Maskelynesche B^el der Trigono- 
metrie (s. etwa das Lehrbuch von Hammer über Tr^no- 
metrie, § 23). 

Bricht man in der Reihe (I) für sin^ hinter dem ersten 
Gliede x ab, so hat man die in § 5 untersuchte (erste) An- 

näherung für sinx. Nimmt man das nächste GUed — -^ 
hinzu, so erhält man in zweiter Annäherung; 

x^ /, x^\ 
^.x = x--^ = x[l~-^). 
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Hier iat der zwfiite Faktor, 1 — — , wiederum in zweiter 



1 — ^ , abemials in zweiter AonSberong, gemäss (II), durch 

cosx ersetzbar ist.. Damit ergiebt sicli die, für die Ter- 
gleichiing von Sinus, Cosinns und Bogen äasserst bequeme 
Maskelj^uesdie Annaherungsregel: 

die man für praktiscite Keohnungen in die Ji^aiithmische 
Gestalt einkleidet: 

Igsina; — — Igco8a; = lga;. 

Es soll der Genanigkeltegrad dieser Begel untersucht 
werden. Za dem Behnf könnte man eich der Fehlerr^eln 
ffir die Entwickelungen (I), (H), (Va) bedieuea, zweckmässiger 
aber erscheint die direkte Anwendung der Maclauiioschen 
Entwickelang auf die zu behandelnde I>ifierenz: 

sin X — X ooa' x . 

Die ersten vier Ableitungen von cos^;^ sind: 



^C03 xBinx, 



{coa'xj 

I \X 1(2 -I .. ^ H 

loos xj ■— — -i-co8 icsm a:+ cos a:J, 

/ H'" iJi» -.- •• ^ -i ■ l 

lco9 Xj =- — 5"{"q'08 aism j; + cos xBmxi, 

{ - Y" 1 fso -- -- -] 

leos'a:) =- — 3 j^ooB'a:Bin*a!+ 4cos'a;Bin^a; + coa'a:[ 



= — ^ COS a 



juiiizodbvGoogle 



288 9 ^ GeDMiigkeit der MukdyneBolien BegeL 

Mithin liefert die MaolauriDBche ßeibe fQr — xcoffix, unter 
Benutzung des LagrangeecbeD Bestgliedes für »=^4: 

— a:co8^a: = — a;-f p-+^— piCos*^3;i^tg*da;4- 4tg*öic4-l( 

(0<#<1). 

Ersetzt man hier in dem positiven BestgUede — x sä 
als ein beliebiger Bc^n des ersten Quadranten gedadit — 

cos'öa: nnd tg*öa: darch ihre grSssten Werte 1 reap. tg'», 

and noch — durch den grösseren, aber bequemeren Wert 

;r= — 3, so erkennt man, dass das fragliehe Restglied kleiner 

-{Stg*x -{- Atg'x -^ 1). Da andererseits 

nach {I) X — -^ für sin x ebenfalls einen zu kleinen Wert 

liefert, wobei der Fehler < r-, ausfallt, so liefert die Zu- 

5! 
sammensetziing beider Ergebnisse die gewfinschte Genauig- 
keitsabschätzung *) der Maskelyneschen B^el; 

Bina: - xcoBfix <~{l + |(3tg*a; + 4tg=a: + 1)} 
i. e. < g^ (8 + 20 tg'x + 15 ig^x) . **) 



•) AI« Bebpiele wfthle mtai etwa die den WinkBln Ton 9° reep. 10' 

entsprechenden Bögen ''^'=5^1 resp, a; =' — . Im ersten Falle liefert 
die Formel des Textei einen Fehler, der <O,O0000S3, im zireiten 
Falle einen Fahler, der < 0,000004 ist. [In "Wirklichkeit Men dia 
betreffenden Fehler < 0,0000022 ... resp. < 0,0000036 ... aiii]. 

Es ist also bis zu Winkeln von ö° ein a; dnrch den ta kleineit 

Wert xycosx ersetzbar, wann man von einem Fehler absieht, der 
kleiner ist, als der vierte Teil eines Hnnderttaasendstel. 

■•) Mitt«ls derselben Methode würde man, behnfs Vei^IeichnDg 

Kwisoben den dritten Potenzen von lin x nnd x ['cos X die elegante Ab- 

BchHtznngfformel erhalten: 



_ ,;™:,C00gIe 



(33) 
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6. y =- arctg^c. 

Indem wir die i" Ableitung von y lieber mit Dt be- 
zeichnen, kommt: 

JDs = (1 + ««)-» (— 2 (1 + x^) 4- Sx^) 

Zl^ = (1 + a:ä)-4 ((1 ^ x^) 12a: — Gx(Gx» — 2)) 
= {l+a:^)-*24a;{l— 3;s), ... 

Die Portsetzung des Verfahrens lässt erwarten, dass 
eine Ableitung D2„^i mit ungeradem Index 2n-[-l das 
Produkt aus (1 + x^j-tan + i) m^j einer ganzen Funktion ^»»(a:') 
»**" Grades in ic* sein wird, di^egen eine Ableitung J?i„+» 
mit geradem Index 2h +2 das Produkt aus x(l +3:*)- ('"+'* 
in eine andere ganze Funktion v'b(^') W*" Grades in x^. In 
der That sei bewiesen, dass bis zu i/^end einem n: 

A»+i — (1 +a:»)-(«'^+')y„(x*), 

80 liefert erneutes Differenzieren: 

J)^„+j — (1 + a:^)-P"+tt ((1 + x^) 2x(p'„ (x^) 

— (2n+l)-2x<p„(x^)), 

also An+s von der Form (1 +a;2}-««4-a)a;Y'B(a:^)- Und 
durch abermaliges Differenzieren erhält man: 

A-+8 = (1 + 3:»)-»»+») [(1 + x^){yj„{x'') + 2x^yjU{x^)} 

d. h. DiB+B ist von der Form (1 + ic^)~""+*'p„+,(a;'). 
W^en (33) ist also allgemein, wenn man den Zähler von 
D, mit Z, bezeichnet: 



(34) 



i Z..+1 y.(»') 

"+' (1 + 3!')"+l ~ (1 + «■)» + ' 

n ■?..+» »y.(»') 

-""+' (l+a;')<-+> {1+x'f"*' 

ff. Fr. Mey e r , Differentialreclmung. 



_ .....MGoügle 





2111, 


+ (i + x")A-o, 






1 


•2ZI, 


+ 2 


üzD, 


+ (1 + « 


)A 


-0, 


2 


■ 3D, 


+ 2 


3xD 


+ (1 + « 


)B. 


-0, 


3 


■ 4,D, 


+ 2 


ixD, 


+ (i + i')A 


-0, 
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Bodasa also Zy stets eine ganze Funktion (r — 1)*™ Grades 
von X ist 

Auf gröseere Schwierigkeiten stösst die explizite Dar- 
stellung der ganzen Funktionen q)^(x^), yin{^^). Zu dem 

Behufe gehen wir auf die erste Formel (33)i 2>i = :.- ' ^ 

zurück, um durch eine zweite Methode des Differenzierens 
ein anderes Gresetz f^r die D zu erhalten, und dann durch 
Vei^leichung die <p, ip zu finden. Die wiederholte Dif- 
ferentiation der Identität J>i (1 -(- a;^) =■ 1 ergiebt: 



(36) 



Es lässt sich erwarten, dass die allgemeine Bekursions- 
fonuel lauten wird: 

(36) « (« + 1) i)„ -H 2 {n + 1) xDn+ , + (14- ^^) -0«+» = 0. 

In der That sei (36) bis zu irgend einem n göltig, so 
differenziere man abermals, dann entsteht: 

«C« + l)D„+i + 2{»+l)D„+i+2(«+l)3;D„+, 
-H 2xl)„^i -H (1 + x^)D^+i 
= (»+!)(» + 2)A+i + 2 (« -h 2)a:D„+, 

+ (l+a.')i).+,-0, 
d. i. aber die Formel (36) für den Index » + 1 : 

„Zwischen drei aufeinander folgenden Ab- 
leitungen D„, -Z>»+i, I>„ + 2 von arctga; besteht 
die Itekursionsformel (36)." 

Da fOr w = die erste der Formeln (35) hervorgeht, 
so ist die Grösse Z)„ durch (36) völlig definiert, sobald 



lässt sich dann auch leicht wieder das Ergebnis (34) herleiten. 
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Um die GekureioDsformel (36) zwischen den D in eine 
solche zwischen den Z (34) überzuföhren, setze man: 

so et^ebt sich: 

(37) «(».+ 1)(1 +3:*)2,+ 2(« + \.)xZ.+^ + 21.+, - 0, 
woraus speziell ftr ic = folgt: 

(38) Z„+, (0) « (« + 1) Z„ (0). 

Differenziert man andererseits die Identität: 

J>«+i - 2;+, (1 + arsj-c+i), 
so entsteht: 

Z»„+i = Z» + i{\ + a:2)-("+») 

(39) 2x{n + !)(!+ 3;ä)-*-+«2'„+, 

und snbtrahiert man diese Fonnel von (37), so gelangt man 
zu der einfachen Rekursionsrelation: 

(40) 2;+, n{n+l)Z„. 

Man denke sich jetzt ^n+i gemäss (34) als ganze 
Funktion «'™ Grades von x^ mit unbekannten Koeffizienten 
angesetzt: mit Eücksicht auf die durch (40) bedingten Dif- 
ferentiationen empfiehlt es sich, die bezQglicheu Binomial- 
koeffizienten als Nenner aufzunehmen: 

(41) "■ 

+ <2(»-i)>i»' +(2»)r • 

Um zuvörderst Op — 2t„+i(0) zu bestimmeD, multi- 
pliziere man die nadi der ßegel (38) gebildeten n Gleichungeu: 

^,.+ ,(0) 2»(2» - 1) 2k.-,(0), 

^,_,(0) (2» - 2) (2« - 3)Z„_,(0), . . . 

2^(0) __2.1^(0) 2-1, 

SO hat man: 

(42) Z,„+,(0) = «o = (-l)"(2n)!. 
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Der nächste Koeffizient O] in (41) ist gleich ^a^i(0]. 
Die zweimalige Anwendung von (40) liefert: 

^'',+, =(2tt + l)(2»)M2n-l)^;,_„ 

somit gemäss (43): 

ZTn+im -öl - (2«+ 1){2«)«(2« - l)Z,n-i{0) 

(42a) -(-l)"-'(2n+l)(2«)»(2»— 1)(2(»-1))! 

= (-l)"-(2n + l)2»(2»)!. 

Edit«prechend kommt nach 2i-maliger Differeutiation 
von Zi^ + i und Nullaetzen des Argumentes x: 

a, = 2{l*+,{0)-(-l)"~*(2«+l)(2<(2n-l)\.. 

{2n-2t + 2)»{2n-2i+l)(2ii-2i)! 

= (_ iy*'i (2n + 1) 2M(2n — 1) . . . 

(2n — 2t + 2)(2n)!. 

Auf Gh-und von (41), (43) ist das allgemeine Gesetz für 
Zin+i (34) ermittelt: 

+ |j(2« + l)2w (2n— 1)(2»— 2)— ... 

'*** I (-l)"(2n + l)l ,, 

+ (2^0! 

= l-a:'{2« + l),+a;*(2» + l)4-... 

+ (-l)"a:*".(2«+l),„ 

d. h. die rechte Seite, die zur Abkürzimg mit jS^«+i(a:) be- 
zeichnet ist, ist eine ganze runktion rt*™ Grades von x*, 
deren Koeffizienten die mit abwechselndem Vorzeichen ge- 
nommenen geraden Binomialkoeffizienten von (2n -f- 1) sind. 
Von (44) aus gelangt man durch einmaliges DifFeren- 
zieren unter Berücksichtigung von (40) zu der analogen 
Darstellung von Z^: 
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_.{± 

+(-ir-r^— (2«),.-,. 

Wegen der urBprÜDglichen Bedeutung der Z (34) ist 
demnach der Satz bemesen: 

(45) ,fDie f" Ableitung D, von arctg:r ist 
gleich Zril+x^)-", wo Z,, je nachdem n un- 
gerade oder gerade ist, aus (44) resp. (44a) 
zu entnehmen ist." 

Hieraus äiesst sofort, da offenbar B, fflr jeden Wert 
des Argumentes eine stetige Funktion ist, nach § 19 (II) die 
Maclaurinsche Entwickelung für arctgj;: 

cs^ x^ a:' ■ 
aretga; = a:— ^+— — — + ... 

wo das Lagrangesche Bestglied üm-i-i : 
' ' ■^" + ' (2« + 1)! <1 + (»a;)'>'"+' 

= £rT <i+(4>'"+- ^' - **^^**'" + '*• 

+ (öar)*(2«+l),— ...+(- l)"(Öa:)»»(2n+l),„l 
hinsichtlich seiner Konvergenz zu untersuchen ist. 

Da arctg( — a;) = — arctg;z: , darf man sich aaf positive 
X beschränken. Man wird versuchen, die techts von (46) 
auftretende Klammei^össe { ] mit dem Nenner, also mit 
einer Potenz von 1 + {&x)^ zu vergleichen. Da es nur auf 
den absoluten Wert von Rin+i ankommt, und der absolute 
Wert einer Grösse nichts anderes ist, als die positive 
Quadratwurzel aus dem Quadrat der Grösse, so wird man 
leichter mit dem Quadrat der Klammeigrösse [] operieren; 
überdies wird man ebenso die, die Ergänzung von [} bil- 
dende, für den Index 2n-)- 1 aufgestellte rechte Seit« von 
(44a) berücksichtigen. 
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Es liegt also nahe, die zunächst &r einen beliebigen 
Wert X des Argumentes und für ein ungerades y = 2» + 1 
konstruierte QuÄdrateumme Q: 

(47) •? = <^ -" ^'*'8 + ^'^i —x«rt + ... ±3?->r,_,p 

+ {X — x^vs + X^vs —x-'v^+... ±X'y,y 
zu einer Potenz von (1 + x^) in Beziehung zu setzen. 

Die Ausführung von Q nach Potenzen von a;* liefert, 
wenn man noch der Oleichmässigkeit halber daB Zeichen 
Po = 1 einföhrt: 

Q=l+ x\v\ - 2^0",) + x*{yl — 2v,v^ + 2von) 
,^g, + x*(vl — 2viVt + 2nvj — 2v6Vt) 

+ . . . + ar^V? — 2n-in+i + 2r,-_s»',-4-B 

— 2n_8n+8 +..■) + -•• + '^*'»''' 
wo die nach einem leicht ersichtlichen Gresetze gebildeten 
Klammei^Össen jeweils so weit fortzosetsen sind, bis sie 
von selbst abbrechen. 

Nun erhält man dieselbe Entwickelung, nva mit ab- 
wechselnden Vorzeichen der Potenzen von x^, auf Grund 
des binomischen Satzes (§ 6) durch Ausführung des Pro- 
duktes: (1 + a7)''(l — xY = (1 — x^y-. 

{l + xf(l-x)'=0.^x'r 

— {Vf, + xv^ + x^Vi + x'vt + ... + x'vy) 
(49J X(v(,—XiVi+x^y^—x^yf^ + ...+{— lyx'vy) 

= 1 — x^{v\ — 2yaVi) + x\vl — 2viVi + 2vaVt)— ... 

+ {— l)V*(r? - 2»',-in+i + an-i^'+j — + ...) 

+ ...+(-i)vy. 

Entwickelt man andererseits (1 — x^f direkt nach dem 
binomischen Satze, so erkennt man, dass der KoefBzient von 
( — lyx^' in (49) mit v, d. i. dem »**" BinomialkoeflSzienten 
von V übereinstimmt: 
(50) y( = n — Svi-if.+i + 2vi-tVi+a — ... 
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Damit ist bewieeeo, clasa die in (47), (48) angesetzte 
Quadratsumme Q nichts anderes ist als (1 -|- x^)': 

(47a) Q^il + x^y, 

Hi^«n8 folgen unmittelbar die beiden Ungleichongen : 

\l-xi{2n+l)t + x*{2n+l\—x<'{2n+l)^ + — ... 

(51) +(-l)-:c«-(2n + l),.|<(l+x»)"V-, 

|x(2» + l)i — ir»(2n + 1), + x^{2n + 1),- + ... 

+ {-irx^-+^{2n + lU<(l+x^r^. 

Da die Ejitwickelung (49) gilt, ob v ungerade oder 
gerade ist, so bleibt die zweite der Ungleichungen (51) richtig, 
wenn man hierin 2m + 1 durch 2« ersetit, wodurch der 
von den senkrechten Strichen einge&sste Aasdraok in die 
rechte Seite von, (44a) äbei^ht. 

Bedient man sich demnach der Bezeichnungen (Sm^i, 
j^H in (44), (44a), so gehen die Ungleichungen (51) ffir jeden 
Wert von x über in : 

(51a) |S,.+ .(i)|<{l+«>)^, |S..M|<(1 +«•)■. 

Substituiert man in der ersten (oder auch in der zweiteu) 
Ungleichung (&la) für x den Wert &x, so erledigt sich 
ohne weiteres die Diskussion des Bestgliedes %h-|-i (46) der 
arctg-Reihe (VI): 



-a^"+ 



{1 + i&m 

'{i + i&xyy' 

(52) . 



— 2»+l '-!+! 

<l+(«:s)'> • 

Solange demnach x^l, oder, wenn man jetzt hinterher 
wieder negative Werte von x zulässt, solange \x\^ 1, sinkt 
|^„+i| bei beliebig wachsendem » unter jede Grenze. 

Dass umgekehrt för \x\ > 1 |-Rj„-(-i| über jede Grenze 
hinauswächst, erhellt aus einer Bemerkung, die überhaupt 
bei derartigen Fragen am Platze ist (e. S. 271); da: 
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-««-+1-Ö 



bei wachseDdem n unendlich gross wird, so würde die An- 
nahme, dass iJgfl^.! nicht ebenfalls unendlich gross würde, 
auf einen Widerspruch stossen. 

Die alternierende Reihe (VI) für arctgj; hat daher für 
|3;| < 1 gemSBS (52) dasselbe Fehlergeaetz, wie eine alter- 
nierende Entwidtelung überhaupt, deren Glieder (abeolot 
genommen) euccessive und gegen Null abnehmen. 

Für a;=^l wird arctg3; = — , somit geht aus (VI) im 
Besonderen für — die „Leibnizsche Eeihe" hervor: 




2fi + l 

Diese Reihe für ~ konvei^ert offenbar, wie die analoge 

fBr i(l -{-z) (IV), nur sehr langsam. Ahnlich wie dort lassen 
flieh aber schneller konvergierende Reihen daraus herleiten, 
wenn man bedenkt, dass sich jeder Arctg als Summe von 
zwei anderen Arctg darstellen lässt, deren einer noch be- 
liebig gewählt werden kann. Da nämlich nach dem Ad- 
ditionstheorem der Trigonometrie für tg (s. diese Sammlung 

Bd. III, § 44) tg(o + fl - i'^_^^^t^f . >0 gilt omgekelrt, 

wenn man tga=-a:, tgß^^^i setzt; 

'C + Xi 



arctg iE + arctg a^i =- arctg 



Kimmt man jetzt im Besonderen — = 1 , oder, 

was dasselbe ist, a^ = ■■ , so hat man : 



■ (63.) 

'"-, + ^1 + -.. 
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Wählt man hier x ii^ndwie zwischen und 1 , so kann 

man auf arctg x und arct^ z^ — , — die Entwickelong (VI) anwen- 

1 + 3T 

den. Am eiufachsten wird mana:=^, x^ = z-— — = ^ setzen, 
dann gelangt man zu der folgenden Entwickelung für Tt:*) 

3 \28 ^ 3V ^ 5 \26 ' 3V 

7\2T 

Bricht man hinter dem Gliede mit dem Nenner 2» — 1 
ab, so resultiert ein zu grosser resp. zu kleiner Wert für 

— , je nachdem n ungerade oder gerade ist; der absolute 
Wert des begangenen Fehlers ist dann 

Die Ansrechnong praktischer Beispiele sei dem Leser 
überlassen. 

Auf Grund von (33), (44), (44a) lasst sich auch, da 
arctg ^ nebst allen Ableitungen für jeden Wert von x stetig 
ist, die Taylorsche Entwickelung für arctg {x + h) hin- 
schreiben: 

arctg (a; + Ä) ■= arctg« -f A • ■ ■■ ^ — A*a;(l + a;*)— * 
+ li*x{\ - x^) (1 + x^)-* + ... + (- ly 2^ Si»(a:) 



*) Nimmt man x = — — - — , also a; = y3 — 1 , so ergiebt Bioh 
für -^ die Entwiobelang: 

^ = (y,_„_<!^+&^_0:i^±... 

L ,;™:..,C00gIe 
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Bricht man hinter der (v — l)*" Potenz von Ä ab, so 
ergiebt sich für das Res^Ued Ü,, wenn man in (51a) ffirx 
gemäss § 19 (la) den Wert x -{-&h sabstitniert: 






^ 1 1 i" 1' 

oder auch: 



Jedenfalls konvei^ert also |i^| für wachsendes v, welchen 
Wert X auch habe, gegen Null, sobald |Ä| <1, 

Sei jetsrt |Ä] > 1 . Sind erstens x und k von gleichem 

Vorzeichen, so wird um so mehr \IL\ < — \z :! t kon- 

' '= V M+zV 
vergiert also g^n Null, wenn Ä* ^ 1 + x*, somit auch für 
alle Werte von h, für die \h\ die positive Qaadratwm^el 
aus 1 -f ^' nicht überschreitet. Sind dagegen x und h von 
ungleichem Vorzeichen, und seien mit x,, h^ die absoluten 
Werte von x, h bezeitjinet, so wird mit Rü(Asicht auf (54): 



l-R-l^ 



%k-4 



Man hat offenbar zwei Uuterfälle zu unterscheiden, je 
nachdem r^ < 1 und =i > 1 ist 

Wenn ^ ~^' ^° bleibt die Möglichkeit nidit aus- 
geschlossen, dass der unbekannte Wert ■&, von dem man 
nur weiss, dass er sich zwischen und 1 befindet, gerade 
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gleich v^ ist, oder, wenn speziell ^=1, & beliebig nahe 

hei 1 U^. Somit läsat sich in diesem Falle, sobald %i > 1, 

kein sicherer Schluss mehr ziehen, dass ^ , , — , .,.. < 1 sei. 
1 + (^ + *A)« = 
Ist dagegen p^ > 1 , oder was dasselbe besagt, sind x 
"1 
nnd X -{-k von gleichem Vorzeichen, so nimmt die Funktion 

■z T ersichtlich, während die Variable e von a; bis a; + Ä 

1 + ^ l /x \* 

geht, nur zu. Demnach ist ~i" + 1 1^ — *1 sicher dann 

nicht kleiner als 1, wenn das nämliche von -y + (r^ — 1 ) 
gilt, d. h. wenn x\ — 2xi'hi -\- 1 > 0, oder was dasselbe ist, 

= 2x^ ■ 

Hier ist die Bedingung, daas A^ > 1 sein soll, von selber 
erfüllt, sobald man von dem Spezialfälle x^ = 1 absieht, 
denn man bat 



Also konvergiert dann \R,\ auch iur alle, die Einheit 
überschreitenden Werte von A^, solange h, nidit grösser isl^ 

Damit ist das Ergebnis gewonnen: 

„Der absolute Wert des Restgliedes in der 
Taylorsehen Entwickelung{VIa) für arctg(a:+Ä) 
konvergiert bei beliebig wachsendem n stets 
gegen Null, solange |%|^1. 

Diese Konvergenz findet bei gleichnamigen 
x,% auch noch statt, wenn \h\ grösser als 1, aber 
nicht grösser als +'^1 +x^ ist, und bei un- 
gleichnamigen X, h, aber gleichnamigen 
X, x-\-k, wenn |Ä| grösser als 1, aber nicht 
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grösser als 1 H ^ — — ist, wo x^ den ab- 

soluten Wert von x bezeiobnet und der 
Spezialfall x, >= 1 auszascbliessen ist" 

Nunmehr erledigen wir nocb die Untersuchung vob 
arcsino:, die manche Anal<^e mit arctg^ aufweist. 

Es bezeichne wiederum D, die v" Ableituug von: 

1. y — aresin .r. 

Man erhält durch direktes Ausrechnen: 

Dj = (1 — x»)"», 

(55) A = (1 + 2a;») (1 — «»)~», 

i)^ — (9a: + 6«»)(l— a:») S 
Dj — (9 + 72a;» + 24jr«){l — a;»)""». 
Grftnz wie bei arctga; zeigt man, dass Dr d&a Produkt 

von {1 — x') * in eine ganze Funktion Zr(x) {v — 1)*" 
Grades von x ist, die bei geradem v ^2n das Produkt 
aus X und einer ganzen Funktion y>n{x*) von a;» ist, hd 
ungeradem v = 2n+l selbst eine ganze Fanktioa tpni^:^) 
von 3;*: 

.+1' ^irH^«+.W \,+. y.(''). 



(56) 



(!-«') ' (1- 



Um die Zähler Z iu (56) zu ermitteln, versuche nian, 
anali^ wie bei arctgs;, zunächst eine Rekursionsformel 
zwischen mehreren konsekutiven D abzuleiten. 

Aus Dl — -- ■ ■- ■ , oder, was dasselbe ist, aas 

Di{l — a:')-'l folgt durch wiederholte Differentiation : 



(57) 



§ 20. Ableitungen von arcnax. 
( — D^X+Diil — a:») = 0, 
I — IDi — 3i>.a;4-D,(l— a:')=-0, 
j — 4i>j — SiJgic + DJl —x^) = 0, 
I — 9Da — 7I)tX + 1)5(1 — x^) - 0, . 



Durch unvollständige Induktion gelangt man bo zu der 
Rekursioneformel: 

(58) '-n'Dn~-(2n+l)D„+iX + D^+t(l—x^) = 0. 

Um sie allgemein zu beweisen, nehme man ihre Gültigkeit 
bis zu einem gewissen n an, dann erg^ebt eine nochmalige 
Differentiation : 

(59) " "'°"+' ~ '^" + '*""+' ~ '^" + l)-ö.+i* 

— 2B.+,i + D,+,(l —x') — 0, 
oder, durch ZusammenfagBiulg : 
,ro > - (» + 1)'A+. - (2» + 3)»D.+. 

d. i. aber die Formel (58) lur den Index » + 1 statt n. 

Führt man jetzt in die Bekursionsformel (Ö8) den An- 
satz (56): D, = 2,(1— a^) »~ ein, so erhält man die 
entsprechende Eekursionsformel für die Z: 

(60) »ä{l — X^)Z„ + {2« + l)xZn + l = Zn + t, 

also speziell für « = 0: 

(61) Z^+2(0) = n^Z,(0). 
Andererseits liefert einmalige Differentiation von: 

(62) ^ ^" «H+» 

^ {^„+i(2« + l)a: + (l-a;i)Z;+.>(l— a;s) » 
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somit: 

(63) (1 - a;»)Z;+, + (2n + l)xZ»+, = 2^+,. 

Sabtrahiert mau (63) von (60), so kommt als ßekur- 
sionsformel zwischen Z„^i tmd Z^: 

(64) Z:+,^n^Z,, 

also wiederum speziell iiir x — 0: 

(64a) 2;^+,(0)"««2«(0). 

Auf Gnmd der Formeln (61), (64), (64a) uud des An- 
satzes (56) lässt sicli der explizite Ausdruck für die ganze 
Fwiktion Zin^ilx) = fp»{x*) resp. Zta{x) = zy>„{x') kon- 
struieren. 

Mit Rücksicht auf die zur Ermittelung der Koeffizienten 
gemäss (64a) erforderlichen Differentiationen stelle man 



Zin+i{^) in der Gestalt auf: 




(66) 


+ (Ä- 



Zunächst liefert die wiederholte Anwendung von (61) 
für das freie Glied «o = ■^i.+ i(0) von (65): 



(66) a. - 


■^.+.(0)- 


> • 3« • 5' • . 


.(2n- 


-!)'• 




Der nächstfolgende Koeffizient a 
(64) wird: 


ist ZS 


.+.(0). 


Nach 


Zf. 


+.-(2«)'^;. 


-(2«)'(2« 


-1)<Z 


»-1. 




mithin nach 


(61): 










(67) "^ 


-Z.".+ ,(0)- 


(2»)'(2» - 


1)W..- 


.(0) 




- 


(2»l)'[l' . 3" 


• 5> . . . . 


(2»- 


>)■]■ 


Analog 
in (65) : 


resultiert tur 


den Koeffizienten 


a,-Zi 


■.■!i-.(0) 



.v^.uuyn 
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(68) ai=(2ny(2n - 2)«. . . [2n — 2(i — 1)]» 

Xl'-3'-5«....(2« — 1)». 

Demnach erhält man nach Division mit dem allen 
Koeffizienten a in (65) gemeinsamen Faktor 1* ■ 3' ■ 5' • ... 
(2n — 1)» für den Zähler Zi„+i{x) von Ah+i (56): 



l*.3'-5*....(2n-l)^ "S-+U*/ --Tgiv 

+ |-j(2»)=(2» - 2)' +|^(2n)n2«-2)M2n-4)* 

(69) 

+ -.. + ^^(2»)»(2«-2)H2«-4)»...(2«-2i+2)H.- 



■wo die ganze Funktion 2 m'"' Grades in x rechterhand der 
Kürze halber mit 8tH+i{x) bezeichnet ist. 

Der entsprechende Ausdruck ffir Ztn{x), den Zähler 
von Dan (56) geht aus (69) durch einmalige Differentiation 
mit Berücksichtigung von (64) hervor: 

1..3..5t"'t-l). -^»W°- + g'^''-^'' 

+ |^(2«-2)'(2»-4)' + ... 
(69a) 

"■ 

+ (2l^|(2„-2).(2»-4)....2>, 

WO die rechts stehende ganze Funktion (2m — l)"*^ Grades 
in X mit S^nix) bezeichnet ist. 



304 § ^> MaokoriiiKtha Entwiokelung för arcsiaz. 

Damit ist das Ei^bais a%eleitet: 

„Die »■'" Ableitung von aresin x ist ein 

Potenz von (1 — 3;») ist, wSlirend der Zähler 
Z,(a:), jenachdem v ungerade oder' gerade ist, 
durch (69) reep. (69a) dargestellt wird." 

Da demnach die v^ Ableitung von arcsin^r, wie auch 
arcBin^c selbst, für alle Werte von x, deren absoluter Be- 
trag kleiner als die Einheit ist, stetig ist, ist die Voraus- 
setzung der Entmckelbarkeit von arcBin;c in die Maclau- 
rinsche Reihe g 19, (11)) eriuUt und man hat auf Grund von 
(69), (69a): 

arc8ina; = a;+ 1^ + |-j3» + |^j3'.5»+ 1^3^- 5« - 7' + ... 



(2»-l): 



3s .5a.7»....(2« — 3)» + iii«+i 



»>'+i 1 . 3 ■ 5 ■ , 


,..(2i-l) 


2i + 1 2 ■ 4 ■ 6 • . 
I>— 1 1 . 3 ■ 6 • . 


... 2i 
..(2»-3) 



"*"*■ 8 'S + S ' 'l-i^ 1 '2.4. 

12. 4. 6 -...(2»— 2)"^"^"+ 

wo das Bestglied nach § 19 (11) resp. (IIa) zu unter- 
suchen ist. 

Zu dem Behuf wird mau, ähulich wie bei arctg^, die 

rechte Seite von (69), jS^„^.i(a:), mit dem Nenner (1 — a:') ' 
von JDj„+, (56) vergleichen; da aber 1 — a:* = (l — x){l+x), 
und in (69) nur positive Glieder aufh-eten, wird man viel- 
mehr iS^„+,(a:) mit einer Potenz von (l-|-a;) vergleichen. 
Denn da aresin (— x) — arcein x, 80 darf man sich von vorn- 
herein auf positive x beschränken. 

Nun bestehen für die Koeffizienten der einzelnen 
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Potemen tod x' in iS^s+i(iv) (6ft) ofleobu die ÜBgleich- 
heiteD: 

(2»)><(2» + l)2», 

(2«)'(2« — 2)" < (2» + 1)2«(2» — 1)(2» — 2) , 

(2»)'(2» — 2)'f2» — 4)" 
(70) 

<(2« + l)2»(2>i-l)(2»-2)(2« — 3)(2»-4),..., 

(2«)>(2n - 2)' (2» — 4)' . . . (2» — 2>)" 

<(2ii+l)2ii(2»— 1X2» — 2)...(2it— 2>+lX2"— 2"). 

Hieraus fliegst für Zt„+i(x) die UngleicIUieit: 

(71) PT3n|^r|s^rij-.-s..+.W<'+--(^» + i). 

+ a:'(2« + l). + ...+ »'"(3i. + l),., 

also a fortiori, wenQa;eineDi)eliebigen positiven Wertbedentet: 

Si.+ ,C»)<l+a;(2.+ l),+«<(2»+l),+a^(2« + I), 

(72) +... + l'"(2»+l)„ + it<-+' 

i. e. <(l+a:)"+'. 

Wendet man (72) unter BerQcltsichtigung von (56) 
anf das Eeatglied ifia+i von (Vll) in der Li^nuigeBcheQ 
Form (§ 19, (11)) an: 

*"+'-(2«+l)l SE ("<*<>). 

' <1 - (*«)■> • 
Bo wild: 

„ 1.3.5...(2»-1) 1 /Il±M\^n . aJ 

^•+' < 2.4-6... 2» 2M^ "^ |l -(#«)./ P + **> 
(?3) _ _ .jH:, 

W.Fr.Meyer, DilterentlalrBohniuig. lW_^.(: - v^ioO^Ic 



306 § 30. RMtglied der UkolsniiinohMi Bntwiokelnng filr utsin x. 

Das lehrt, ähnlich wie beim Logarithmos und der Po- 
bent, dass zwar für ein positives x<^ der Brach 

X l 



1 — &X 

sicher < 1 , ffir a: » 

dagegen ffir ein x zwischen ^ und 1 dieser Schluss vers^t. 

Indem mim daher wiederum die Cauchysche Form des 
Bestgliedes (§ 19, (Ua)) zu Hilfe nimmt findet man; 

(74) 



»(1 + Ol) j l — a i" 

Vi-(««)'|l_ J 



Ist jetzt X positiv und <1> also, wenn e ii^^end eine 
beliebig, aber fest unterhalb der Einheit gewählte positive 
Grösse bedeutet, O^at^e, so sind, da l-\-&x<2, 

1 — ()?«)* ^1 — ; e' , r ^ e , um so mehr: 



(76) B,.+,<-^==,", 

also limüjH^i — 0. 

Diese Fehlerregel Ifisst sich wiederum bei Berück- 
sichtigung der weit«r folgenden Glieder vereinfachen. Da 
für lim^ = oo ^m BnK+f)+i =- 0, so wird 







^ (! + «> + 1< + 


)-^ 


-+> 1 


also für 

(75a) 


■•'<2i. 

1 
1 — «'■ 


+ 1 1— »■' 

..Google 
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Berficksiohtigt man binteilier ancb negative x, so ^t 
demnach : 

„Das RcHtglied der Maolaurinscheu Ent- 
wiokelung (VII) für arosin x konvergiert bei 
wachsendem » gegen Null, so lange sich der 
absolut» Wert von x unterhalb der Einheit 
befindet, d. h. also, eo lauge überhaupt die 
Vorbedingungen für die Entwickelbarkeit 
von arcsina: erfüllt sind." 

Setxt man im besonderen in (VH) iur x den Wert ^, so 

wird, da (siehe diese Sammlung Bd. HI, § 11) sin ^ — > ^ , 
aro8in^ = ^, und es entsteht für ^ die Entwickelmig: 

^'°> 6^2 "^ 3. 2" '2 "^5 ■ 20*2. 4 "^ 7 -2' '2.4. 6"^*" 
. 1 1.3.5...(2h-3) 

■^(2b — 1)2«»-' 2.4.6...2« — 2 '^^"+" 

wo Stn+i gemfisa (75a) (d. h. für e = -] 

.1 1 4 , . ^ 1 l 

•;r d. L ' 



^2n+l 2*"+' 3 ^3(2b+1) 2»"-'' 

Die Ausrechnung numerischer Beispiele sei dem Leser 
überlassen. 

Mit Hilfe von (69), (69a) und (74) lässt sich auch so- 
fort die Tayloreche Reihe für aresin (x -\- h) aufstellen und 
deren Bestgiied diekutjeren. OGTenbar müssen die beiden 
Argumente x und a; + Ä innerhalb des Intervalles ( — 1 . . . -|- 1) 
— mit Ansschluss der Endwerte — liegen. Nach § 19(I)kommt : 

, »< 1 • 3 „ , , , »' 1 ■ 3 „ , , 



. aft'.v'.üüglf 



308 § 90. RettgBod der Ti^lonAm IbitwiokaUuig Für arcain (x + h). 

Bridit man hinter da (2»)^° Potenz vtm A ab, so 
wird das Bestglied Rtn-^-i' 

'"' , ><1 + (X + »>)} 



t)a l ~ X stete poeitiv ist, so musa, wenn wieder |A| 
mit A, bezeielmet wird, falls ittH+i g^g^n ^'^ konvergieren 

1— a 

Zu demselben Ergebnis würde man gelanges beim Ab- 
brechen hinter der (2« — 1)*" Potenz von h. Denn man 
beweist ganz wie bei der Herleitung der Ungleichung (72), 
dass für irgend ein positives x; 

c^" ^'-w- i..3..5.^:'V-i)- <'"^+"''""- 

Auf die den Reihen (I), (U), (VI), (VII) für sin a:, 
cos^c, arctgiT, arosin:!; parallel laufenden ^twicfeeluugen 
iur die 8<^nannten „hyperbolischen Funktionen und deren 
Umkehmngen" soll in der Integralrechnung bei Gelegenheit 
der zugehörigen Litegrale eingegangen werden. 

§ 21. Die Tsylorsche und Maclanrliisclie IMhoB» 
entwlckelnng fBr Funktionell mehrerer Tuiiibeln. 

Die in § 19 daigel^te Methode, eine Funktion {(x-^h) 
reap. f{x) naoh auäteigenden PotenBen von h reep. x zu ent- 
wit^eJn, Ijifist sich auf Funktionen mehrerer Variabein aus- 
dehnen. 

Es wird im weeentlielien genügen, Funktionen f(a:, t/) 
zweier Variabein x, y in Betracht zu ziehen; den letzteren 
m^en die Inkremente h, k erteilt werden. 

Behufs Entwickelung von f{x + h,y-\-k) nach Potenzen 
von h, k li^ es nahe, das in § 7 für ganze Funktionen 
f(x, jf) eingraohlageue Verfahren, das zur binomischen £nt- 
wi<^elung (II) (S. 71) derselben führte, zu befolgen. 



§ Sl. Vtrgl>iohiing«wiwBiitwidMl»twimtMfllr/'(o!+A,y+lt). gQg 

Man wird denmacli snerat f{x + A, J/ + %) — als 
Punktion von x -\-h allein betrachtet — gemäss § 19 (la) 
(S. 251) nach Potenzen von h entwickeln, sodanii die als 
Faktoren der Potenzen von A auftretenden, bezüglioh x ge- 
nommenen partiellen Ableitungen (s. S. 159) von f — als 
Funktionen von y-\-h allein au^efasst — Oirerseite, wiedenitn 
gemSsB § 19 (Ta), nach Potenzen von A, nnd Bchlieselich die 
jeweils zu ii^;end ein^n Potenzprodnkt h^lc" (S = Sl \', V,'.'.'^ 
gehörigen Koeffizienten vereinigen. 

Ebensc^ut könnte man aber auch den angegebenen 
Prozess derart amkehren, dass erst nack Potenzen von k 
entwickelt wird, und dann die auftretenden Faktorm nach 
Potenzen von A. 

Als erste Frage wird sich erheben, ob diese bräden 
Prozesse nicht zu Entwiokelungen führen, die, abgesehen von 
den bezBglichcn Restgliedem,*) voneinander versäieden ans- 
faUen? 

Die partiellen Ableitungen von f{x, y) m<^n der 
Kürze halber, wie in § 7, durch Indizes ausgedrückt werden, 
wobei vorderhand genau auf die Reihenfolge der einzelnen 
DifTereDtiationsoperafioneD zu achten ist: 



(1) 





-fi. 


Sf 


-f. 






-f„ 


■'A-f' 


H, 


t 


-f 


„, 


t 


-fn,. 


Hl. 
Sx 


■h. 




/;,.. 



-/.. 



«Al. 



■/..: 



die nat^ erfolgter Differentiation einzusetzenden Alimente 
werden in Klammem hinzugefugt werden. 

Dann liefert die Ausführung des erst^nannten Prozesses, 
wenn man sich zunächst mit den Gliedern bis zur zweiten 
Dimension inkl. in A, i begnügt, Ecbrittweise : 



*) Wir beBohr&nkBn niu ia dieHem Far&^raplwn auf dia Be- 
natcung dea Lagrangaiolien Reetgliedes (§ 19 (Ik)); die des Oaa- 
ebTicheii Rcatgliedes (§ 19 (Ik/, S. 268) wflrde in KoriogBr W«iM «or 
■iaa gaben. 



.;üügic 
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(2) 



+ |^A,(a:, !( + *) + . 



21" 
t,(x, Jf + S) - W, y) + Mi,{x, ») + ■•• 

Somit ergiebt die EiusetziiDg der teciiten Seiten von 
f{x, y + k), fi{x, y + k), f^^{x, y + ft) in die rechte Seite 
von f{x + Ä, y + Ä), wenn man nooli die Glieder gleiclier 
DimenBioQ in Ä, £ (s. S. 72) zusammenfasBt: 

f(x + h,y + li)-f(x,y) + {hf, («,,) + kf, (», ,)> 

*^' + ^<*''" ('- ») + 2**/'..(^. y) + *!■/;.(«, »)> + ■•■ 

Andererseits liefert in analoger Weise der zweite 
sess: 

/■(a; +h,y + k) = f(x, y) + {hU{x, y) + hU(x, y)} 
*** + ^<*Vn(^, y) + 2ÄÄr,,(:r, y) + Tc%,{x, y)> + . . . 

Die Vei^leichung der rechten Seiten von (3), (4) lehrt, 
dass das AnfangsgUed f{x, y), wie die Glieder erster Di- 
mension hfi(x, y) + kti(^) y)t beidemal übereinstimmea, 
dass dagegen die Ä^;regate der Glieder zweiter Dimension 
insofern eine Verschiedenheit aufweisen, als das mittlere 
Glied in (3) den Wert hkfi^{x, y), in (4) den Wert 
hkfji(x, y) besitzt. 

Indessen läest sieh mit ßücksicbt auf den Satz des 
§ 7 (8. 70), wonach bei ganzen Funktionen ^, (x, y) = /^, {x, y) 
war, erwarten, dass die fragliche Verschiedenheit nur eine 
formiJe, d. h. daas allgemein ffir Funktionen f{x,y) zweier 
Variabein f^f = f^i seio wird. 

In der That, denkt man sich die rechten Seiten von 
(3)i (^) jeweils durch das — verm^e Zusammenfassung der 
einzelnen, in (2) resp. in den, beim zweiten Prozesse parallel 
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laufenden Entwickelungen auftretenden L^rangeBchen ßeet- 
gliedem entstehende — Best^lied dritter Dimengion Ü, 
resp. Pg abgeBchloBsen, eo ergiebt sich durch Subtraktion 
die für alle Werte x, t/, h, k innerhalb eines gewiesen 
Intervalle» (s. unten) gültige Identität: 

(5) «>(«,!')- f„ («, ü» + ~{It,-F,)sO. 

Nimmt man hier im besonderen etwa h gleich k, so 

wird das Glied ^^ (iJj — Jg) in (5) da« Produkt ans h 

in einen für alle in Betracht kommenden Werte von x, y, h 
endlich bleibenden Faktor. Läset man daher die Grösse A 
gegen Null konvergieren, so folgt aus (5): 

(6) f„ix,y)=f„(x,y). 

Dies findet nach Massgabe der in § 19 für Funktionen 
einer Vaiiabeln formulierten Entwickelbarkeitsbedingungen 
jedenfalls dann statt, wenn f(x, y) nebst den partiellen Ab- 
leitungen bis zu den dritten inkl. in der „Umgebung" der 
„Stelle" (x, y) — d. h. ßr Werte der Variabein, die von 
X, y beliebig wenig abweichen — eindeutig bestimmt und 
stetig sind. 

Hierbei ist die in § 8 (S. 76) für ganze Funktionen 
f{x, y) nachgewiesene ,^tetigkeit^' für beliebige Funktionen 
f{x, y) als Definition festzusetzen: 

„Eine Funktion f(x, y) zweier Variabein 
beisst stetig an einer Stelle x, y, wenn sieh 
die absoluten Werte zweier Inkremente e, tj 
stets so klein annehmen lassen, dass der 
absolute Wert der Differenz fix-'r e,y-\-r)) 
— f{x, y) unter eine beliebig klein vor- 
gegebene positive Grösse heruntergedrückt 
werden kann." 

Hieraus ist ohne weiteres zu entnehmen, was unter 
der Stetigkeit einer Funktion f{x, y) in einem ganzen 
, Intervalle" {x . . . x -\- h; y . . . y-\-h) zu verstehen ist, 
wie auch die Erweiterung des Stetigkeiteb^riffes auf Funk- 
tionen von mehr als zwei Variabein. 



312 § 91. Die BaÜMoMg« in DMhpw<irticM»B iit gkiehgttltig. 

An dem Satee (6) läsrt nch wsiteritin fo^em, daaa 
auch bei aUen höheren putieUen Äbleitnogen von f{x, jr) 
die Betttcttfolge der Differentiationen ^ädigfiltig ist. 

Im Didiat hä»ei«i lUle ei^iebt die Ableitung der 
IdeotitSt (6) nach x resp. y. /"„i — /j^, ^„ — /j^,, asderer- 
Beita die Anwendang von (6) auf die Fimktionen f^ resp. f,: 

(7) fn, - fifi = /".n ; fi,, = /«. = /„i ■ 

Zorn Zwecke des allgemeinen Beweises iasse maa die 
K^ieufdge der Indiaes 1, 2 bei irgend einer »*™ piutidlen 
Ableitung von f ale eine Permutation von n Elementen auf; 
de (s. diese Stunmlung Bd. VI, § 40) alle Permutationen 
von fi Elementen durch BDoceseive Vertauachung je uweier 
Elemente aus einer einzigen, ersten Permutation al^Ieitet 
werden können, so erk«ünt man, auf Grund wiederholter 
Anwendung von (6), das» bei irgend einer partiellen Ab- 
leitung von f(x, y) die Reihenfolge der Differentiationen auf 
das Resultat ohne Einfluas ist. Und da sieh die nämliche 
Überl^inng ebne weiteres auf Funktionen von mehr als 
zwei variabeln Gbertragen Hsst, so gilt allgemein: 

{!,) „Irgend eine m** partielle Ableitung 
einer Funktion f(x, y, g, . . .) von mehreren 
Variabein x, y, e, . . . hat denselben Wert, 
in welcher Reihenfolge man auch die ein- 
zelnen Differeutiationsprozesse ausführen 
möge. Hierbei wird vorausgesetzt, dass 
alle partiellen Ableitungen von f, bis zu den 
(w-t-1)*" inkl., an der Stelle {x, y, e, . . .) 
eindeatig bestimmt and stetig sind." 

Man ist daher berechtigt, sich der kürzeren — von (1) 
abweichenden -~- Sidireibweise zu bedienen: 

-0, 1, 2,... 



dafejr -'-■"^■^'*' '"■" U = 0, 1, 2, ... 
(8) , , , , (»» = 0,1,2, 



äl-äya«' \v = 



.v^.uuyn 
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am aoBzatfa-äi^eD, das» /(x, y) m-mal nach x, h-ouJ nach y 
difierenziert ist, eHte[»¥chend f(x, y, ä) m-mal nach Xy 
M-msl nach y, ji-n») nach 2 u. b. w. Ist im beeonderen 
i>;geiMl ein Index glöch NnD, so besagt das, dass nach der 
beEÜ^iohen Variabein überhaupt nicht differenziert i^ In- 
dessea [^^ man die asten paiti^len Ableitungen von 
f{x, y, ^ nach resp. x, y, », . . . beqaemer (irie in (1)) mit 
fn fir fat ■ ■ ■ ''^ beceichnoi. 

Nnnm^ir kehren wir zq der £kitwi(^elung (3) resp. (4) 
zurü<^. 

Dann führt anf Grnnd von (I) und nach dem 
Vorbilde der Entwickelung des § 7 (S. 71), die Ver- 
einigung der Glieder gleicher Dimension in k, i zu 
der Taj'lorechen Reihenentvickelnng für Funktionen 
f(x, y) zweier Variabein: 

nx + h,y + k) = f+{hf,+kf,} 

+ (» - 1),Ä— »i»/;-i,2 + ... + Ä—'/i,— ,) + K. , 

wo reohterhand bei den partiellen Ab- 
leitungen von /'die Eintragung der Variabein- 
werte Xf y der Kürze halber unterdrückt ist, 
wo unter t, der r*' fiinomialkoeffizient von i 
zu verstehen iat; endlich dae Restglied id als 
durch ZusammenfaasuDg der einzelnen Eeet- 
glieder in (3) resp. (4) entstanden zu denken ist. 
Hierbei wird gemäss § 19 (II) voraus- 
gesetzt, daes die Funktion f nebst ihren 
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partiellen AbleituDgen, bis zu den n*™ iokl., 
im ganzen Intervalle {x .. .x + h; y .. .p + k) 
überall eindeutig beBtimtnt nnd stetig ist. 
Ans (H) geht die Maclaurinsohe Entwickelung 
von f(Xf t/) nach Potenzen von x, y hervor, 
wenn man reohterhand die Gröseen h, k; x, y 
durch resp. x, y; 0, ersetzt, voraasgesetzt, 
dass die angegebenen Entwickelbarkeits- 
bedingungen jetzt fflr das Intervall (0 . . . jt; 
a ...y) erfüllt sind." 

Das Lagrangesohe Rest^ied Bm in (H) würde bei der 
bisher befolgten Meüiode in einer wenig nbersiohtlioheti 
Form auftreten. Eine einfachere Gestalt des RestgliedeB, 
und überdies eine zweite, durchsichtigere Herleitung von (II) 
lässt sich erzielen, wenn man eine Hilfsvariable t einführt, 
und damit direkt auf die Maclaurinsche Entwickelung fll) 
des § 19 zurückgreift. Man bilde zu dem Behuf die Funk- 
tion tpif) einer Variabein t: 

(9) 9j(() = /(a; + Af, y-\-kt)^t(u, v); u=x + ht, v = y + kt, 

entwickele dieselbe — bei festgehalten gedachten x, y;h,Jc — 
nach § 19 {IT} nach Potenzen von t, und lege hinterher 
der Grösse i den speziellen Wert i = 1 bei. 

Werden die totalen Difierentiationen von ^ nach t, wie 
früher, mit Aooenten bezeichnet, so kommt zuvörderst: 

<p{{) - fix + ht,;f + kt) = /(«, y) + W (0) + ^¥'(0) + ... 

(10) +|Jy«.(0) + . . . -H^-^I^^-i)(0) + ~?/-(ÖO, 

0<^<1. 

Die ÄusfShrung der in Rede stehenden Differentiationen 
nach t — wenn man noch hintertier die Gr&sse ( durch den 
Wert resp. im Itcstgliede durch den Wert ^t ersetzt — 
liefert mit Benutzung der R^el (IVa) des § 13 (8. 164), 
da hier im besonderen 

(11) m'=ä, v'^k 
ausfällt: 



j.,=,i,zt!dbvGoogIe 
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(0) =A/-, +t/i, 
,,"(0) -AV,,o + 2ÄÄA,, + ifeVo,i, 



(12) 



^0(0) =Ä'/.,0 +tlÄ'-'*A-.,l+»2Ä*-'Ä»/,_,. 



+ n,Ät"-Y,,„_,(a: + Äi>^ y + M^ 

wo wiederum in den ersten « — I rechten Seiten bei den partiellen 
Ableittmgen vod / die Vuiabeinwerte x, y einzutragen sind. 
Setzt man diese Werte (12) in (10) ein, und 
nimmt hinterher ^=-1, so resultiert abermals — 
nnter den nämlichen Entwiokelbarkeitsbedingungen 
wie dort — dieTaylorsohe Entwiflkelung(II), während 
das Lagrangesohe Restglied i^ nnnmehr die Gestalt 
gewinnt: 

-B- = ^ <*"/".. o(^ + *<>-? + **) 
jjj . +n,Ä— 'ÄA_i,,(a: + Ät?, y-\-k&) 

+ «,Ä"-»i;Y«-i.2(^ + Äd, ff + ÄÖ) + . . . 

+ Ä"/ö,-(a; + Ai?, y + h^). 

Offenbar bietet es keine Schwierigkeit, und sei daher 
dem Leser überlassen, das soeben befolgte Yertahren und 
damit die Tayloreche (reep. Maclaurinsohe) Reihenentwickelung 
anf Funktionen von mehr als zwei Variabein zu übertn^^. 
Man nennt das A^regat der Glieder erster Dimension in (II): 
(13) W,(^, S,) + i/,(«, y), 

falls die absoluten Werte von Ä, k unter gewissen, beliebig 
klein anzunehmenden ^sitiven) Grenzen bleiben, das totale 
Differential*) der Funktion f(x, y), und entsprechend 
für Funktionen von mehr als zwei Variabein. 

Von den Reihenentwickelungen (II, IIa) lassen sich 
analoge Anwendungen machen, wie in §§ 19, 20 von den 
entsprechenden Entwickelungen für Funktionen einer Variabein. 
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Insbesondere läest sich hierauf die Thecme der Maxima 
und Minima von Funktionen mehrerer Variabein grSnden. 
Soll f{x, y, . . .) an der Stelle (x, y, . . .) einen extremen 
Wert besitzen, d. b. grösser reep. kleiner sein als alle 
Werte der Funktion innerhalb einer hinreichend kleinen 
Umgebung von {x, y, ■ ■ ■)( bo erweist sich, wie man un- 
mittelbar aus (II), (IIa) herleitet, dazu als notwendig, dass alle 
ersten partiellen Ableitungen von f an der Stelle ix, y, . . .) 
verBoh winden. 

Die nähere Untersuchung, welches die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen f^ ein Maximum resp. ein 
Minimum von f sind, hängt von dem Verhalten der Aggregate 
zweiter, eventl. höherer Dimension in (II) ab, und sdl ihrer 
Sdiwierigkeit halber hier nicht weiter verfolgt werden. 



Kapitd m. 

Konvergenz and Divergens anendlioher 

Reihen nnd Produkte. 

§ 22. EoDTergenz und Dlvei^nz unendlicher Belhen. 

Die TayloTSche und Madanrinsche EntwickeJung (§§ 19, 
20, 21 ) führten zu beliebig weit fortaetzbaren Dar- 
Btellungsreihen für Funktionen. Diese Reihen hatten aber 
wesentlich den Charakter endlicher Reihen, d. h. bradi 
man die Entwickelung an ifgend einer Stelle ab, so wurde 
der Rest oder Fehler durch das (Lagrangesohe oder Cauchysche) 
Bestglied repräsentiert; je nachdem das letztere den Grenzwert 
resp. CO besass, war die Entwickelung selbst eine kon- 
vergente resp. divergente. Indessen zeigten verschiedeaie 
FäUe (§ 20, S. 266, 267, 271, 296), wie die Kenntnis des 
Restgliedes durch das Gresete der unb^renzt fortsetzbareo 
Reihe selbst entbehrlich wurde. 

Analog traten in § 5, (S. 48); § 20, (8. 282 %.) zwei 
Beispiele rar beliebig fortsetzbare Produkte auf, deren Kon- 



*) Die Wichtigkeit diesei BegriffeB wird ent in der Integral- 
recbuttng hervortreteD. Übrigem iat es fOr eine Reibe von Eigen- 
sehefteti des totalen Differentielea gteidigOlt^, welche Tarte di» 
Orflueo k, k besitieu. 
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vergeos (resp. I>iTrageDE) aus der Xatur d«B darzustelleiideD 
Ausdniok» 1 -, »»,} ersohliessbar war, 

Der Fortschritt der Analysis erfordert aber, dass nicht 
nur mathematische ÄuBdrfiche reBp. Fuaktäonen in Beihen 
entwickelt werden, sondern dass nrngekehrt „anendliche" 
Reihen oder Produkte, d. s. solche, die nach ii^nd einem 
Torgegehenen Gesetz unbegrenzt fortsetzbar sind, bestimmte 
DUtthematische Ausdrficke resp. Funktionen definieren, und 
so im besonderen zur Aufstellung neuer Gebilde jener Axt 
Veranlassung geben.*) 

Obschon in unserer „Differential- und Integralrechnung" 
Ton der in Eede stehenden Umkehrung nur ein beschränkter 
Gebrauch gemacht werden soll, so wird es sich doch em- 
pfehlen, beniife Ein^rung in die gemeinte Theorie die ein- 
fachsten K^ln für d^ Konv»genz (resp. Divergena) unend- 
licher B«ih^ und Produkte and f Qr die oadurdt gewonnenen 
OreUBwerta anfzuBtellen. 

Unendliche Reiben mit positiven Sliedem. 

Ffir die Theorie der unendlichen Seihen sind grund- 
legend die, die nur positive Glieder aufweisen. 

Es sei ein, nach irgend einem vorgegebenen Gesetze 
belieb% fbrtsetzbarer Komplex positiver Grössen u voi^elegt: 
(1)«i„,«i,«j,...,«h_i,%,Mh+i, ■■•,».+p-i,«H+f,«»4-i>+i.--. 

Es wird gefragt, ob und wann mit der unendlichen Beihe 

«0 + «l + «3+ ■■■ -l-««-I + «»+«» + l+ --■ 

nach den für endliche ^uomm gültigen Gesetzen der AritJi- 
metik gerechnet werden darf. 

Die Summe der ersten » Glieder in (3) sei mit s„ be- 



(3) s„ = «(, 4- «i + «» + -.- +«H-„ 

die Summe der daratif folgenden p Glieder, d, i. s^+p — s„, 

mit B^,: 

m J^y— Sn+p — 8, -^ M, + H, + i + ■•■ -(-Wn+p-l. 

*) DIm zeigt Boh iaibsBoiidere bei Sänfähnmg komplszer 
Tarübetn, woraof in der lutegr&b'eohuang eiugeguigsn wirdan. wird. 
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(A.) „Dann lieisst die Reibe der w (2) lum- 
vergmt, wenn n stets bo hoch gewählt werden 
kann, daas ^^ — gleichgültig, wie gross 
man p aoch nehmen möge*) — unter eine 
vorgegebene, beliebig kleine (positive) 
Grösse ij herantergedrückt werden kann: 

(6) s^,<r, 

andernfalls heisst die Reibe der w dkiergenL" 

Im Falle der Konvergenz sagt man, dass die Beihe 
der u einen bestimmten endlichen Grouiwert S („Stimme^ 
besitze, in Zeichen: 

(6) S — lim 8n — lim a^ . 

Dass in der That mit derartigen Grenzwerten — die 
man sich, statt durch (2), auch durch die Anordnung der 
Summen 8^=— 1*^,8^,3^, ..., s», Xr^i, ... repräsentiert denken 
mag — auch bei geeigneter Verallgemeinerung des B^jitTes, 
nacu den gewöhmiohen Regeln der Aritlmietik gerediuet 
werden kann, lehrt folgende Betrachtung, die eine Kach- 
bildung des in § 13 bei der Anwendung der vier Speiies 
auf IHfferenzen- nnd Differentialquotienten befolgten Ge- 
dankenganges ist. 

Es werden hierbei aus der Arithmetik nur die rationalen 
ZaMen (Brüche ganzer Zahlen) und das Rechnen mit ihnen 
als bekannt vorau^esetzt Durch ein Gesetz sei eine be- 
liebig fortsetzbare (oder unendliche) Anordnung: 

(7) Oo, a,, .... a„, .... a,+„ ... 

von positiven oder negativen **) Brüchen festgelegt, mit der 
Eigenscbafl, dass bei genügend grossem n und beliebigem p 



*) In dieMm Sinn» a«iint nun anoh B^ ktin den aBeat" oder 
dm „Fehler" der Beihe. 

**) Irt die Bedingung (8) erfüllt, to können — mit Anmahms 
de* IWe«, wo lim a,, ^ — von einer gewiwen Stelle an die Qlieder in 
(7) nnr nocli gletchnKmig lein. Senn da lim a^:^0 , wo Iftsit nah n 
ao hoch annehmen, dau Ton der n^» Stelle ao |a„| > i wird; wAren 
dann a, nnd «n^- nngleiohnami^, lo würde k^j., — ^^1 !> S' *"*" 
faUea, entgegen (sj. 
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(8) K+p - a»|< « 

Ut, wo e einen beliebig klein annehmbaren positiven Bruch 
bedeutet. Eine derartige Anordnung (7) beisst nach G. Cantor 
eine ^Fandanientalreibe"*), und man bedient sich des 
Ausdrucks, dass sie einen „Grenzwert" A besitze (oder 
„gegen einen solchen konvergiere^, in Zeichen: 

(9) ^ =- lim o.. 

Die Eigenschaft (8) drückt ans, womit zugJeiob das Be- 
dürfnis des praktischen**) Redmens befriedigt wird, dass 
der Wert a^ bei genügend grossem n nur beliebig wenig 
geändert wird, wenn er durch ii»end ein in (7) später 
lo^ndes Glied öh-i-b ersetzt wird, oder mit anderen Worten, 
dass der beim Abbrechen hinter a^ b^;angeue absolute 
„Fehler" < e ist. 

Sei aoalc^ eine zweite Fundamentalreihe: 
(70 6o.6i...M6.,....ft-+p,... 

{80 \K+p-K\<ri, 

mit dem Grenzwerte £ vorgelegt, so sollen auf A, B die 
vier Spezies in der Art angewandt werden, dass man aus 
(7), (7') vier neue Anordnungen ableitet, deren n*" Glied 
jeweils resp. die Summe, DifFerenz, Produkt, Quotient der 
»"»Glieder in (7), (7') ist. 

£^ ist dann zu zeigen, dass die neuen Anordnungen 
wiederum Fundamenttdreihen sind, and dass deren Grenz- 
werte dieselben arithmetischen Begeln befolgen wie die 
Begriffe „Summe, Differenz, Produkt, Quotient^' zweier 
rationalen Zahlen. 

Die beiden ersten neuen Anordnungen: 

(10) i'*o + K><h + h, ■■■'<*■>+ K> ...,an+, + K+„ ... 



-fc,, ..., ö„ — 6„, ..., a„+, — ^,+y, 



*) Der F«ll der „endUcben" FnndunentAlTAihe igt in (7) «1b 
Speii»l&ll enthalt«»: wenn uSmlioli für irgend ein m a^^O, 
a^, , ^ "n+t = ■ - ■ ^ , eo ist A^ a^, 

••) In der That . 
Nkhernngewerten a^, a, 
■tellnng iir&tionsler Zehlen) gereolmet wird, ganz den Eigenaohaften 
der Fnnd eni ftTitTlrfhih**n 
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Bind FtandamentalreihaL, ds ans (8), (8') nnmiUelbar folgt: 

(11) IK+F + ^+r) - (o- + M < < + 9 
\{a,+, — K+,) - («,- W' < e + 1). 

Demnach werden die Grenzwerte vod (10) re^ mit 
A-^B, A — B bexeicluiet. Ist lim (oh — iw) ^ 0, bo heüaen 
A, B einander gleich: A=' B, womit dw Mittel der Ver- 
gleichmig zweier Fnndamentalreihen gegeben iat; wenn^ — ^ 
B=C, so ist anefa A-' G. 

Kldat man drittens die Anordnung der Produkte: 

(12) Oo^, %&!. .... a-ft.. ■', an+,K+r 

und f ährt , wie in § 13, die Differenzen: 

(13) a«+^ - o« = E^„ K+,-K= E^, 
an, dann wird: 

(14) '*"+'^+' - o-^. - («- + -E^p) (A. + ^f) — ««^ 

- a-si.p + ^^, + i^^pfl;,, 

und es folgt gemSss (8), (8"), wenn noch die abBoInten 
Werte von a^, h^ mit a^, ß^ bezeichnet werden: 

(15) \a,+,K+, ~ Onbnl < a^n + ßn^ + ^V> 

d. h. die linke Seite kann bei genSgend grossem n belieb^ 
klein gemacht werden, oder sie „konvergiert zugleich mit e, i; 
g^en Null." 

Endlich ergiebt sich mittele (13) für die Anordnung der 
Quotienten : 

Oo % «■ Om + f 

ho' b^' '"' h„' '"' K+p' 
On+r iK ^ ia^ + IU.p)K — ibn + S^p)aH 

b»+f K hn (&1.+P 

KK+p ' 

Sohliesst man hier den Fall lim j3„ = 0, d. i. J7 = 0, 
ausdräcklioh aus, so läsBt. eich bei genügend grossem n etde 



(16) 
(17) 
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du fester positiver Bruch C derart angeben, dasa ß^t ßi + n •••> 
/ifl^p, ... gröeeer als C bleiben; dana geht (18) fiber in: 

80 dase wiederom die linke Seite zagleich mit e, i] g^en 
Null kon Velbert. 

Demnach sind auch (12), (16) Fundamentelreifaen, und 
Ihre Grenzwerte werden als Produkt AB und als Quotient 



ausgeechlosaen wird). ^ 

Für diese Verallgemeinerungen Aj^B, AB, -^ der 

B^iriffe Summe, Diflferenz, Produkt, Quotient — die im 
speiiellen Falle endlicher Fundamentalreiheo, wenn von einem 



a„+, = a„+j— ... —0, 6„+i = &„+,■= ... «0, 

offenbu: mit den entsprechenden gewöhnlichen Begriffen f^ 
rationale Zahlen zusammenfallea — gelten* wie leicht zu 
zeigen*), die Fundamentalgesetze der Arithmetik (siehe diese 
Sammlung Bd. I, §§ 5—14): 

a) das kfMnmatatiTe Gesetz der Addition: 

A + B = B+Ä; 
im besonderen ist: 

^ + = 0+^ = ^; 

b) da» associative**) Gesetz der Addition: 

A + {B+C) = (,A + B)+C; 



*) Wegen der D&beren AiufBIining i. e. B. EL LipaabitE, 
Lehrbnoli der Änkl^is, I, Bonn 1BT7, § 16, lowie die kritischen Bs- 
marknngeD Ton A. Piingsheim, Jahres •Bericht der dentscheD 
M&themKtiker-Vereiiiigung, Bd. VII, 1899, S. 186. 

**) Aus B.) nnd b) folgt das „allgemeine AssDoiattonsgesete der 
Addition", dui es bei der Addition tod n Gliedern gleichgOltig ist, 
in waloher Keihenfolge man addiert, xmd wie man die Otieder in 
Ghuppen znaammenfassen mOge. Qanz entsprechend folgt aoi o) 
□nd d) das „allgemeine AssoeiBtionigeMti der Multiplikation." 

W.Fr.Hsyer, DUtarenÜBlreehnDiifi. L i _iSl V_il.il.iVLL 
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c) das kommQtative Cresetz der Multiplikation: 

AB-^BA; 
im besondereii ist: 

^•1 = 1 -A^A; 

d) das aseociative*) Gresetz der Multiplikation: 

A(BC) = (AB)C; 

e) das Gesetz för das YerBch-windeu eines Produktes : 
AB verBchwindet dann und nur dann, wenn wenig- 
stens einer der beiden Faktoren veischwtadet; 

f) das distributive Gesetz ffir Addition und Multi- 
plikation : 

A(B+C) = AB + AG} 

g) die Subtraktion resp. Division stellen sich als Um- 
kehrung der Addition resp. Multiplikation dar. 

Alle die genannten Sätze Qber Fundamentalreihen bleiben 
erbalten, wenn nunmehr o», h^ selbst Grenzwerte solcher 
Eeihen sind. 

Auf Gnmd der Gesetze a) bis g) lässt sich eine voll- 
ständige Theorie der Irrationalzahlea aufbauen. 

Es ist ersichtlich, wie sich unter dem gegenwärtigen 
Gesichtspunkt des Grenzwertes der in § 8 eingeführte 
Begriff der Ableitung einer Funktion f{x) einordnet. Geht 

man vom Differenzenquotienten — — ~~ -^ aus, und 

schaltet zwischen den beiden Endwerten h und eine 
Fundamentalreihe : 

h, *,,...,*,,..., K+r> •■•. hmÄ„=-0 



•) Siehe Amnerkang **) «of & sai. 

DuiiizodbvGoogle 
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A ' », '■■■' 

''"' nx+h.)-m 

falls in früherem Sinne lim -^ r ^ eindeutig be- 
stimmt ist, eine Fundamentalreihe — mit dem Grenzwert 
f{x) — nnd umgekehrt 

Bei sämtlichen speziellen, in den §§ 8 — 12 differen- 
zierten Fimktionen liess sich die Existenz der Ableitung 
als Grenzwert direkt auf Grund von deren expliziter 
Herstellung ermitteln. 

Nach diesem Exkurse über Grenzwerte im allgemeinen 
kehren wir zu den Reihen (2) mit positiven Gliedern u zurück. 

Ein einfaches, aber grundlegendes Beispiel ist die un- 
endliche geometrische Beihe (b. § 2, S. 11, 12): 
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J. Zugleich 



1 0- 9 

wird 3. = 3- — v-^ — , d. h. die Summe einer beliebig 

l — g \ — g' 

grossen Anzahl von Gliedern von (20) unterscheidet sich von 

' um weniger als die beliebig kleine Grösse 17. Ist 

g^X, so ist die Divergenz von (20) unmittelbar ersichtlich. 
Es gilt also der Satz: 
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(B.) »Die geometrisohe Reihe (20) kon- 
vergiert für |i< 1, divergiert für^^l. Im 
ersteren Falle ist die Snmme der Reihe 

— ; . Bricht man hinter dem «•" Gliede 

ab, Bo ist der Rest oder Fehler der Reihe 

1-9 

Aufl der Definition (A.) der Konvergenz und Diveigent 
von Reihen (3) m^en jeUt einige Folgerungen gexogeo 
werden. 

Konvei^rt die Reihe (2), &o ist lim«H = 0. Denn 
andenifällB liease sieh eine feste, wenn auch noch so kleine 
(positive) GrCaee a angeben, sodass, wenigstens von einer 

rissen Stelle an, stets tiH>a wäre. Bann wäre aber 
f>pa, würde also bei beliebig grossem p jeden end- 
lichen Wert überschreiten. 

(C.) „Eine notwendige Bedingung zur Kon- 
vergenz der Reihe (2) ist limNü^O."*) 

DasB diese Bedingung indessen noch keine hinreichende 
ist, lehrt die sogenannte „harmonische" Reihe; 



Zum Beweise bediene man sich des Jac. BernonlliBchoi, 
bereita in § 20 (S. 282 ög.) bei der Untersuchung von 
lim m„ verwandten Prinzips der „ZusammenfossuDg der Glieder 
in Qnippen". Es bestehen die Ungleichungen: 



*) Di« Bedingmig Um u^ ^: o TerUngt t!ovt durobaoi nioU, 
dssa {von einer fcewiiBen Stelle »b) eine KÜedweii« Abnshme itatt- 
findet. In der 'Dimt branokt nan niv in einer ItonTergentut R^lw (9)i 
fDr die «tets w^j., <CWh ^^i K^ni&n Satz (F.) eine paarweiN Üni- 
itellnng der Glieder derart voTzanehmen, dan ia der B«nen Reibe (90 
bei geradem n «i^^w^_j, bei nngetadem n w^^w^ , ^ ist. Damit 
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(23) 



>+H 


w. 


44'- 


-|. 




2- + 1+2 




-H-^ 
+ ^ + - 


■■+^ 






2' mal 


>i.' = ' 


2,...). 



Geht man also von Ug =• 1 bis cum Gliedeu.-! ^— t4t' + i 
= 2H^ ' *" **' s, = «0 + «1 + . . . 4- M,_ , sicher >^'V, 
überschreitet also bei wachsendem n jede Grenze. Ganz 
entsprechend wird dasselbe för den Rest Bn,^ beTriesen. 
Also gilt: 

(D.)„Die harmonische Reihe(22) divergiert." 

Hieraus folgt wieder eine VerschÜrfung des Kri- 
terimna (C): dass für die Konvergenz einer Reibe (21) 
auch die Bedingung lim nu» -^ notwendig ist. Denn 

wäre nun, wie gross auch n würde, stets grdeser als eine 
feste (wenn auch noch so kleine), positive Grösse e, also 

Ui > — , so hätte man für den Beat By,, f (4): 

-B»,p — «» + «„+ 1 + ... +M-4-P-1 

mithin lim ü», ^ = 00. 

Aber auch die Bedingung limnt4„^0 ist keine hin- 
reiohende Konver^enzt>edingung für Reiben (2), wie die 
von Cancby au%eBtellte Reibe: 

*^^'* 2T2 '*'3T3 ■'"■■•■'" «In "'"(«+ !)?(«+ 1) "''"'■ 
lehrt, wo ersicbtlicb lim n«H = lim ^ ^ ist. 
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Um diese Reihe zu untersuehen, benötigen wir einer 
einfachen Bezidiung (Ungleichheit) zwischen dem natOr- 
Uoben Logaritfamus nnd seinem Ai^ment Man bilde sich 
die Funktion <p(x)=^ x — 1(1 + x): diese verschwindet für 

x = (i, ist stetig für a: > , mid es ist cp' {x) = l — j-j— 

für ^ > stetig und nicht negaüv. Ttf'ttiin ist für jedes posi- 
tive x'^) gemäss § 18 (I), S. 226: 

l{i + x)<x{x> 0). 

Setzt man hier x=^— , so kommt: 



oder auch: 

Lc^arithmiert man diese Ungleichung voi 
bedient sich der Abkürzung l{l(x)} = li{x), t 



*) Analog zeigt hud, daai fBr jedei pOBitire x iwiaclien 
nnd 1 : I f _ 1 > x iit. Denn die Fonktion yi(p:)'=l ( | — x 

Tertohwindot ti' x =^ , ist itetig für x zwiachen nnd 1 , and 
V' (sc) ^ 1 l ist für aolohe Werte von x itetig nnd niolit n^^ativ. 

Diese Ungleichnngen i(l + 33)>a;, ify— — ]>a: hütte man 

SDch dem erweiterten Mittelwerteatze (§18) für e'^* reep. I{l±x), 

oder auch den Reihen (§ 31) &r diese Fnnktionen entnehmen kOnnen. 

**) Hierans flieest sofort ein zweiter Beweis für die Divergenz 

der harmoniachen Beihe (33). Denn «teilt man die Ungleiohnng 

^>H,n + l) — ln fflr die Werte n = 1, 2, . . . ti auf nnd addiert, 

■o ergiebt rioh 1 + ^ + "s^ + ■ ■ ■ H >'(»+!)• Bs ist aber 

lim l(n + 1) =: oc . 
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oder da nach obigem ?(1 H ;— ]<— j— : 

«in' nln 

!.(„+I)-U«)<i^- 

Substituiert maa hier fär n die Werte 2, 3, ... n, 
und addiert, so fol^ für die voi^elegt« Reihe (2'2'): 

Da aber lim ^ (n) — oo , so divergiert die Beibe (22')- 

Fährt man in der ang^ebenen Weise fort, und setzt Buccee- 
Bive lg(x) = l{lt{x)}, l^{x)^l{li(x)} u. 8. V., so gelangt 
man zu divergenten Beihen mit den respektiven GHedem 



and hieraus folgt ^ederum die weitere Verechärfung des 
Eriterinms (C); 

(C) „Zur Konvergenz einer Reihe (21) 
sind notioendig (aber rUcht hinrachend) die Be- 
dingungen: 

Iimf4„ = 0, lim n«» = 0, lim»in^n = 0, 
lim n In l^n ^ » — = u. a. w.*) 
Femer läset sich die Definition (A.) der Konvei^nz 
einer Reihe (2) derart umkehren, dasa (2) konvei^ert, sobald 
man weiss, dasa s„ stete unter einer festen vot^gebenen 
(positiven) Grösse G bleibt. Würde nämliob (2) dann nicht 
konvei^ereo, so Hesse eich eine feste, wenn auch noch so 
kleine (positive) Grösse a derart angeben, dass lur jedes n 
und eia genügend grosses j» RK,p>a würde. Somit gäbe 
es für » ■= 1 ein p —pi, so dass Äp, > a wäre; für t» = j>, 
ein p =p„ so dass Sp,, pi> a; für »=j)g ein j) =j^, so 
dass Itpt,pt>o etc., somit durch Addition ein p=Pr, dass 
Sr>va würde, ent^gen der Voraussetzung. Demnach gilt: 



*) Weiterldii liene sich hlereas nach Abel folgern, due über- 
h&apt eine uotwendige nnd mgleioti hinreichende EonvergeDibedingnng 
fttr die Reihen (21) in der Form Um f(«)««=tl, wo lim /■(«) = <», 
nicht anfstellbAT iet. 
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(E.) „Die Bedingung, daBs s^ stets unter- 
halb einer festen Grenze bleibt, ist eine 
notwendige und hinreichend« für die Kon- 
vergenz der Reihe (2)." 

Man wird weiter fragen, ob auch eine Sunune (2) von 
unb^renzt vielen Grliedem das allgemeine associative Gesetz 
(9. 8. 321, Anm. »•) der Addition befolgt, d. h. ob der 
Grenzwert der Beihe (2) stets derselbe bleibt, wie auch die 
Glieder der Keihe umgestellt werden. Dass jede durch 
andere Anordnung der GUeder aus (2) hervorgehende Reihe (2') 
konvei^ert, gebt unmittelbar ans (E.) hervor. Es gehe jetzt 
verm^;e iigend eines ÜmstellungsgesetzeB jedes Glied tti von 
(2) in ein bestimmtes Glied %^ der neuen Reihe (2') ober, 
also die ersten n Glieder t*g, Uj, . . ., «h~i von (2) über 
in reap. «„,, «a,, ■ • •> "a„_i- Von den natürlichen Zahlen 
Oq, Ol, . . ., Oh— 1 sei at'— a die grösste, so ist n^n — 1. 
Dann enthält die Summe si+i der ersten a -|- 1 Glieder 
in (2*) jedenfalls die Glieder «o, «i, ■ . ■, «i>-i von (2), im 
allgemeinen aber noch weitere GUeder von (2). Das im 
letzteren Falle die höchste Stelle in (2) einnehmende Glied 
sei Un+f-t{p > 0). Bildet man nunmehr die Differenz 
Sa+i — 8n, 80 zerstören sich in ihr die Glieder u^,, u,, . . ., 
Uh— 1, während die noch verbleibenden sämtlich in Rn,f vor^ 
kommen müssen. Somit wird in allen Fällen: 

«i;+.-».<Äsr(» + !>»)■ 

Da aber bei wachsendem n Bn,f gegen Null konvergiert;, 
so anob Sa+i — s», d. b. es ist lunsg^.] = lims«. 

(F.) „Eine konvergente Reibe (2) bat stets 

denselben Grenzwert, gleicbgü[ltig nach 

welchem Gesetze ihre Glieder angeordnet 

werden." 

In diesem Sinne heisat eine konvei^nte Reihe (2) 

absolut konveigent. 

Um nunmehr eine vorgelegte Reihe (2) auf ihre Kon- 
vergenz resp. Divei^nz zu prüfen, wird man sie mit einer 
anderen R^e: 



(2') 



Mo + «i + ...+»i-i + «i + <+t + - ■ • + <+,- 
+ <+, + ■■: 
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deren Konvergenz reap. Divei^nz bereits bekannt ist, ver- 
gleichen. Äoe der Definition (A.) folgt unmittelbar als 
einfachste Kegel das „Kriterium erster Arti": 

(G.) „Aus der Konvergenz resp. Diver- 
genz einer Reihe (2') folgt die Kon- 
vergenz resp. Divergenz einer analogen 
Reine (2), sobald, wenigetens von einer 
gewissen Stelle an u^^u^ resp. Un^tC d. h. 
sobald jedes Crlied w. der zweiten Beihe 
nicht grösser resp. nicht kleiner ist, als das 
entsprechende Glied u^ der ersten Reihe." 
Im Falle der Konvergenz bedient man eich dabei des 
Ausdrucks, man habe die zweite Reihe unter die erste 
„heruntergedrückt." 

Indessen zeigt schon das Beispiel der geometrischen 
Reihe (20), wie auch die in § 20 auftretenden Entwickelangs- 

reihen, dass der Quotient — — zweier aufeinander folgender 

Crlieder von (2) oft ein wesentlich einfacheres Gesetz be- 
folgt, als das einzelne Glied Un. Man wird denmaeh, nach 
Anleitung von (G.), in solchen Fällen behufs Zurückfährung 
der Konvergenz von (2) auf die von (2'), aonehmen, dass, 
wiederum wenigstens von einer bestimmten »'*" StfiUe an, 
steta die Ungleichungen gelten: 

«■+1 ^«4+1 «-+» ^«il+t 

Multipliziert man, wie in § 20 (8. 273), die ersten 
zwei, drei, . . . dieser Ungleiohungen, so entsteht das ein- 
fachere System von Ungleichungen: 

"■+1 ^< + > ftn + i_^< + t 

»„ = m; ' u„ ^ U^ ' ' ' '' 
(25) 



Da sich die Reste R,,„ B^,, der Rrihen (2), (2") in 
die Gestalt setzen lassen: 



9 § 39. Dar Quotient . ""*"' ■!■ T«rgleiohangtmittal t zwd Buliaii. 



(26) 



Ä„ 


-«.+«.+,+ 


.• + H.+,- 




=".('+^ 


+ '^ + 


Ä,, 


— < + «;+! + 


.. + <+,- 




-^.•^ 


+ t'+- 



■ + 



<+F- 



.0 folgt au» (26), dam ?^<^, oder: 

(27) Ä.„<^ü.'„. 

Hier stellt — ;- einen festen Faktor dar, während -^p, 

falls die Konvergene von (2') vorauegeeetzt wird, gemäss (E.) 
unterhalb einer festen angebbaren GrÖBse bleibt, wie gross 
p auch sei; mithin gilt das nämliche auch von R„,f, und 
somit auob von a» + ii„,p = s^+f, d. h. wiederum auf 
Grund von (E.), es konvergiert auch die Reihe (2). 

Gelten dagegen in (24), also auch in (25), die GrÖBser- 
Zeioben statt der Kleiner^Zeicben, so folgt aus; 

unmittelbar, dasa dann die Divergenz von (2') die von (2) 

nach sich zieht. Somit gilt das „Kriterium zweiter*) Art": 

(H.) „Die Konvergenz resp. Divergenz einer 

Reihe (2') zieht die einer analogen Reihe (2) 

nach sich, sobald, wenigstens von einer 

bestimmten n*™ Stelle an, der Quotient zweier 

successiven Glieder ^^(»■ = n,n + l,..,) der 

zweiten Reihe niemals grösser resp. niemals 
kleiner ist, als der entsprechende Quotient 

— ii der ersten Reihe. Im Falle der Kon- 
K 



*) Man nennt ein Konvergeni- oder Divergeilzkriterinm erater 
re«p. iweiter Art, jenaohdem m ftOMoUiMeliäi von w* oder aber 

TOn — i— ftbhKngt. 



DiailizodbvGoOgle 



§32. Das CKUohyaoh« EonTargeni- reap. Divergeiukritarinm. 331 

vergenz beetimmt sich das Fehlergesetz 
für (2) durch (27)." 

Im Falle der Konvergenz sagt man wiedemm, daes die 
vor^legte Eeihe (2) anter die bekannte (2') „herunter- 
gedrückt" Bei. 

Ale nächstliegende Anwendung von (H.) empfiehlt sich, 
was schon in § 20 (S. 274) benutzt wurde, der Vergleich 
einer Reihe (2) mit der geometriBchen Reihe (20), wo also: 
(20) «; = 9* (?>0, t = 0, 1, 2, ...). 

Hier ist "*"' — a; sobald also von einer bestimmten, 
n'™ Stelle an, stets: 

(28) ^^^^9 (S<1, y = n, »+1,...), 

80 eigiebt sich auf Grand von (21), (27) und (H.) die Kon- 
veigenz der Reihe der u und: 

(29) «•.J<».T^i 

sobald dagegen — ~^sis>l), ao divergiert die Beihe 

deru. Damit ist das nach Cauchj benannte Konvergenz- 
resp. Divergenzkriterium zweiter Art at^leitet: 

(L) „Wenn in einer vorgelegten Reibe (2) 
von einer bestimmten n*"" Stelle an der 

Quotient -!^(»'=», »+1,...) niemals eine an- 
gebbare feste positive Grösse jj, die < 1, über- 
schreitet, so konvergiert die Reihe: bricht 
man hinter dem M*"" Gliede «b_i ab, so ist 
der begangene Fehler kleiner als das Pro- 
dukt aus dem nächstfolgenden Gliede «„ 

in -— — ; ist dagegen umgekehrt der Quotient 

"*"' nie kleiner als eine angebbare feste 

Grösse g, die ^1> so divergiert die Reihe." 

Es ist hier zu betonen, dass eine derartige positive Grösse 

9 < 1 wirklich angebbar sein muss, um die vorgelegte Reibe 

nnt«r eine konveigcnte geometrische herunterzudrücken. 
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Dass die blosse Bedingung — ^ < 1 moht hinreicht, seigt 

Bchon die divei^ente harmonische Reihe (22), bei der: 

W 

trotzdem läest sich, wie nahe auch eine Orösse g{<. 1) au 1 

liegen mag, stets n so gross wätilen, dass - — > g bleibt. 

Wir führen einige Beispiele zu (I.) an. Bei der »Ex- 
poneutialreihe": ^ ^ 

(31) i+a, + |_ + |^ + ... (a:>0) 

ist ti- = — ; , — Ü = — -— . Sobald also n so otoss ee- 

^ nV tt» n + 1 ^ ^ 

wählt ist, dass x<n+ 1 wird, nehme man g =•= , dann 

ist das Konvei^nzkriterinm (I.) erfüllt, nnd der Fehler Iii,,f 

ist < — r , in Übereinstimmung mit der Fehler- 

regel der Eeihe für e^ {§ 12 (V), 8. 136). 

Als zweites Beispiel diene die „logarithmische" 
Reihe: , , 

(32) l+x + ^ + j + ... (a: positiv, < 1), 

wo ■ ' = X . Man wähle daher g '^ z, dann ist das 

«, «+1 

Eonvet^nzkriterium (I.) bereits vom ersten Qliede an erfüllt; 

der Fehler R^^j, ist <— ■ — , übereinstimmend mit der 

Begel (§ 20 (16b), S. 274) der Eeihe für — ?(1 — x). 

Ein drittes Beispiel sei die „binomische'' Reihe fur 
negaüve x: 

(33) l+miX + mjX^ + maxB + ■■■ (a: = — f, 0< f < 1). 
Nach § 20, (S. 281) sind von einer gewissen Stelle an 

(nämlich bei positivem m von da an, wo »m, vom Positiven 
ins Negative übergeht, bei negativem m von Anfang an) 

alle Glieder gleidmamig, so dass — ^ =- f — —^ ala podtiT 
«■ « + 1 
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angeBehen werden kann. Weiterhin läset sit^ aber n so 

gross w&hleo, dasB von da an f — -^r-<j«l) bleibt 

Denn wenn m positiv, and aaoh, wenn nt negativ ^ — /t, 
fi^i, nehme man j = f ; ist aber m negativ = — fi und 

/i > 1 , 80 wähle man jf zwischen f und 1 und n > -^- — r- ■ 

Aach dies stinunt übereiu mit den in § 20 (S. 281, 282) 
bezfiglich der binomischen Reihe für (1 — £)■* angegebenen 
Fehlerregeln. 

Nunmehr m^n solche Reihen (2) auf ihre Konveigenz 
geprüft werden, wo das Cauch^sche Kriterium (I.) versagt, 

d. h. wo zwar, von einer gewissen Stelle an, stets — Ü<1, 

aber lim — ~ = 1 wird. Hierher gehört »las Beispiel: 

111 1 1 



l.2'2.3'3.4' ' (»—1)»^ «(» + 1)^ 
Nimmt mau hier: 






»(»+1) n «+1' 




1 1 




""+'-' n + p-1 n+p' 




demnach ergiebt sich durch Addition; 




BH., = Un + 1*n+t + ■•■ +«»+p-l 




P«> =i ; . i.e.<l. 


..., Google 
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Somit konvet^rt die Reihe (34), imd ihre Summe ist, 

da man in gleicher Weise «■ — 1 erfaUt, gleich 1. 

Trotzdem wird sich (34) nicht als Vergleicharahe 
eignen, man wird sich zu dem Behuf viehnehr eine solche 
konstruieren, in der, wie oben bei der geometrischen ^e 
Grösse g, noch eine disponible Grösse auftritt Eine Bolche 
Beihe erg^eht sich durch geeignete Verallgemeine nmg der 
hantumischen Reihe (22): 

+ („+,_!).+■•' 
die als „hyperbarmonische" Keihe bezeichnet sei, and 
die sich für ß — 1 auf die hanoonisohe reduziert Für a = 1 
divei^ert (37) gemäss (G), und zwar noch stärker ab (22); 
dagegen nehmen f&r o > 1 die Glieder schneller ab, als 
bei (22), sodass die Möglichkeit der Konvei^nz beateht 
Da: 

^ ' M. \n+v fi . ly «» 

so versagt in der That (I.)- Indessen liest sich fnr a > 1 
die Konvergenz von (37) analog feststellen, wie die Diver- 
genz von (22). Setzt man zur Abkürzung a ^^ 1 -^rir^d), 



(39) 



(2')" ^ (2-+ !)• ^ • ■ ■ ^ (2-+' - IT 

2» 



2^ mal 
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Bricht man daher hinter dem Gliede ti«_i =- — — ~y" 

(n — Ij" 

ab, wo »>2* Bei, so l&aat sich der Best Bn,f unter die 

geometiiBche Reihe JT + JT'*"' +^"'"'+ ■ • . hemnterdräckeD: 

(40) Ji,,<^^i.e. <^.^^, 



konvergiert also mit wachsendem n g^en Nnli. Damit ^t: 
(J.) „Die hyperharmoniscfae Reihe (37) 
divergiert für o^l, konvergiert für o>l; 
bricht man im letsteren Falle hinter einem 
Gliede ti„_, ab, wo w>^2', so beträgt der 
Fehler weniger als: 

1 1 l „ 

i^'-'y ' 1 _ j_ ^ 2i<'-'><'->> (2— - 1) • 

Um jedoch eine vorgelegte Reihe mit (37) bequem ver- 
gleichen zu können, m^e die in Rede stehende Konver- 
genz- resp. Divei^nzeigenschaft von (37) umgeformt werden. 
Mit Rücksicht auf (38) bilde man die Differenz: 

>"' ^ -' = (' + '»)'-'■ 

dann konvei^ert dieselbe bei wachsendem » (von oben her) 
gegen Null. Nun wurde bereits in § 3, S. 28 (vgl. auch 
I 17, S. 216) nachgewiesen, dass 



(i + y-i 



(42) 



war. Es werde hier hinzugefügt) dass diese Konvereenz für 
ö>l von oben her, für 0<a<l von unten her erfolgt, cTh.daeB: 

(43) -^^ ^ ^ö(>0), a:sl. 



_,.,i,z<,i:,., Google 
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In der That, sei a > 1 und zunächst rational ^ ^ (o > /^ 
angenonunen, so ist: " 

a — l>a — a, a — 2>a — 2a,. . . , 
mithin auch: 

i 
1.2 «»■' 1 -2.3 

Q a(a — o) 1 , g(a — q)(Q — 2a) 1 
^■•■n"^ 1-2 n»"*" 1.2-3 «» 

d. h. es ist auf Qmnd des binomischen Satzes: 



Ist aber a nicht rational, so l&sat es sich mit beliebiger 

Genauigkeit zwischen zwei Brücken — und — ^ — ein- ' 

ß ß 

Bohliessen, und der Beweis ist auf diesen Fall übertragbar. [ 
Entsprechend Terfahre man im Falle < o < 1 . 
Man hat demnach: 

(K) „Der hyperharmonischen Reihe (37) \ 
kommt die Eigenschaft zu: i 

(44) »(^ _ l) _ , {(l + 1 )•_ l} :s„(>0), c^n j 

Danach lässt sich erwarten, dasB eine voi^^ 
Reihe (2) konvergiert, resp. divergiert, sobald: 

(45) lim (— ij = fli o > 1 resp. < 1 . 



*) Für ein negative» a vsrtaiuolien sich offenbar bude Tir 
gleichheitezeicben, w&hrend ""^i durch |a| o 1 ra erseteen i«t 
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Sei znerst > I , so sagt (45) aus, dase man n so hoch 

wählen kann, dass von da ab ~ — — von 1-1 — nicht mehr, 

als nm eine beliebig kleine, voi^gebeoe GrösBe e abweicht: 

(46) o — e<— Ka + e. 

Bezeichnet man für den Augenblick die Glieder der 
hjrperharmoniBchen Heihe (37) für einen Wert o = o'(> 1) 
mit (4, so handelt es sich darum, a' so gross zu wählen, 
dass, von einem gewiaseD n an, stets: 

(47) J^<-*^, oder auch ^ 1< -^^^^ 1 

wird ; dann müsste anf Grund von (H.) auch die vorgelegte 
Reihe der u konvei^eren. 

Andererseits lässt sich n auch so hoch annehmen, dass 

-^ 1 , das gemäss (K.) bei wachsendem w von oben 

her g^;en a' konvergiert, von da ab in das Intervall 
(o', o' + ij) fällt, wie klein auch die positive Grösse r\ -vior 
gegeben sei. Soll demnach von der betreffenden Stelle an, 

wie es (47) verlangt, der Wert von -; — den von nicht 

mehr überschreiten, so hat man nur: 

(48) ö' -H I) ^ ö — « i. e. o' < — (e + »j) 

zn wählen. Dies gilt im besonderen auch für a = -|- 00 . 

Wie nahe sich nun auch — in besonders ungünstigen 
Fällen — der gegebene Wert ö(> 1) an der Einheit be- 
finden m^, 80 hissen sich doch e, 1/ stets so klein an- 
nehmen, dass gemäss (48) auch a' noch > 1 ausfällt Damit 
ist aber die voi^legte Keihe der u unter eine konvergente 
hyperharmonische Reihe heruntergedrückt. 

Entsprechend läest sich im Falle <\, auch wenn im 
besonderen o -^ — od, eine divei^ente bjperbarmonische 
Reihe (mit o' < 1) konstruieren, die schwächer divergiert, als 
die vorgelegte Reihe. Damit ist das von Baabe herrührende 
Konvergenz- resp. Divergenzkriterium zweiter Art hergeleitet: 
W. Fr. He7er, Differeutlalrechnnng. 83 . ,,,,11. ..• 
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(EL) „Wenn fSr eine Beihe mit positiven 
Gliedern«- lim*)is( l) ~* o, so konver- 

giert oder divergiert die Reihe, jenschdem 
o > 1 re^. o < 1 ist" 
Das CsDchfsdie Kriterinm (L) ist in (IL) «1b besondoer 
Fall entlulten. Denn warn — ^ <$(< 1) ia^ so «iid nm- 

(rekehrt -^ > - O 1), mithin lim «(-^^ l) _ + oo. 

Entspredtend kommt, &lls ^^^>901), 

lim»(-^-l) oo. 

Im Grenrfalle — — — 1 ist, wie hodi man n anch wählen 

Im Falle o > 1 , also der Konveigenz anf Grrimd tod (II.), 
12sst sich wiedemm der Fehler abachiteen, der entateht^ 
wenn die ECeihe hinter einem Gliede h,_i at^brodien wird. 
Sei y berette so gross gedacht, dass von da ab (47) erffillt 
ist, so hat man nach (27) ffir den Rest: 

(27) *.,<^S.'. 

WO rechteriiand für B^ der in (29) ang^;ebene Fehler der hyper- 
hannonischen Reihe für den Wert a = o' einzusetzen ist 

Im Grenzfälle o — 1 veraagt zunächst das Raabesche 
Kriterinm; wird aber im besonderen der Grenzwert 1 

von n I 1) von unten her erreicht, so läsBt 

sich noch die Divergenz der Reihe erweisen. Denn gesetzt 
es sei, wenigstens von einem gewissen n^v au, stets: 



*) Dm Begriff dM limM Iftitt lich hier, wie im Folgenden, in 
•twdtertem Sinne anffiMseii. Ei iit für die Konveif>enc nicht er- 

fordMlioh, da» in (IL) der Anadrack n I l] für linin = oc 

einen bestimmten Oronzwort beiitie; eagenflgt, nenn der Ans- 
drock für jede», noch lo hohe n, > a kt, (IJnd entqireohend fOr die 
Divergent, wenn er £ t> irt) 
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ii(-^^= ll<l i e. -^<H--, 

\«»+, /— M»+l~ » 

90 bitte man: 

"r =»■+ 1' «r+j — y + 2''"'ii,+,_j=y + p — 1 ' 
also anch mittels soocesaiTer Mnltiplikaiion: 

somit durch Additi(«i für den Best: 

wonitu limiI;,, — oo folgt Demimdigilt als Zasata v<mi(IL): 
(Ua.) „Im Grenafalle o = 1 = lim » (— 1) 

divergiert die Reihe der u, falls dieser 
Grenzwert 1 von nnten her erreicht wird." 
Dag^ei versagt das KriteriniD, wenn der Grenzwtat 1 
von oben her erreicht wird, oder anch, wenn n( 1), 

von einem gewiBsen n an, um den Wert 1 stets hin und 
her schwankt. 

Das Kaabescbe Kiiteriom (II.) mSge dnrch cänfache 
Böspiele illnstriert werden. 

Das erste Beispiel sei die oben, (34), direkt als kon- 
vergent oadigewiesene Beibe: 

Hier ist: 

1 1 



"«(« + !)' "■+' («+l)(«+2)' 



also: 



"»+1 » «.+1 

somit: / \ 



2 



joogle 
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Der BämHche Grenzwert a ^2 ergiebt sich, wie leicht za 
sehen, für die etwas allgemeinere Reihe: 



a(o + Ä)^(a + Ä)(o + 2A)^ " ' 
(34') 1 

+ <« + (»- l)Ä>(a + «A) +-(*>*^)- 

Zweitens sei die für arosinx in §20 (VII.), S. 304 
erhaltene Reihe für den dort anf^schlosaenen Fall x ^1*) 
als selbstfindige Reihe vorgelegt: 

(491 14-1 I4.I 1-3,1 1-3-5 1 

(49) 1 + 3-2+5-2TT + 7 2T4T6+--- 

Hier ist: 

l-3-5...(2«— 3) 



^ 2-4-6. ..(2«— 2) 2«— l'^"""' 2-4-6. ..2m 2»+!' 
also: 



*) Die Konvergenz dieser Beihe, zagleio]] mit ihrem Werte 
VC nn 1 ^ ^ , l&Ht «icli aach im AnBchlnsa an die dortigen Ent- 
iriokelnng^a naclLweiaen, wenn man noch einige Ergänznngen Iiinza- 
fügt ZonäcbBt ist die Gültigkeit der Taylorechen Entwickelung mit 
dam OanohyBcben Rertgliede (§ 19 III, S. 26B) dnrchans nicht auf 
natürliche p beachr&nkt: p kann Tielmebr irgsDd ein gegebener Wert 
EwiBchea nnd n sein. Ferner gilt jene Entwickelnng anch dann 
noch, wenn alle Ableitnngen von fix) für die obere Grenze x^^b nn- 
•ndlich groBB werden— TorausgeBatzt, dasB die Produkte (( — x)f' (x), 
{b-^x)*f"(jt)n. s.w. für sc = 6 verachwindan, wiBdBBfür/'(a!)^=arcBina5 
der Fall ist. Denn die HilfBfnnktioii x^i."') i^^'U ^- ^&''< verachwindet 
dann nach wie vor für x^=a und x^h , und eB l&aat sich auf lie 
das KollaBche Theorem anwenden. Nimmt man nun in der Formel (74) 

S. 806 p = -g" <ii>d Betst x=^\, BO ergiebt Bioh Bofort, daas daa Beat- 
glied -Bjnj.! ^ jeden Wert von n zwischen nnd 1 bleibt. Da 

noD die positiven Glieder u der Entwickelnng für: 

onbegrenzt abnehmen and der Wert von Sn "= u, -{-...-)- **" endlich 
bleibt, so irt anoh nach Satz (B.) 8.825 lim(£g^^.i — fig„^.j,^.^) = , 
d.h. lim £2^ I I ist ein bestimmter endlicher Grenzwert g. Dieser 

Grenzwert g mtua aber Null sein, da arCBinx, wie ancli die ganae 
Funktion 8^{!J^, das Aggregat der ereten n Glieder in dar Ent- 
wiokelnng von erosina;, auch noch für x=l stetig sind. 



§ 33. Die binotniBclie R«ilie mit aegatiTem x ond |a;| = 

«. _ 2w+l 2n 4»'+2n 

Hh+1 ^2n— 1 's»— 1 ~4«» — 4n+l' 



«■4-1 4n»— 4n+l' 



somit lim w I — — 1 ) = — ; 

■=« V«i„+i / 2 

„Die aus der arcsinar-Reihe für x = l hervor- 
gehesde ßeihe konvergiert." 

Drittens betrachte man die aus der binomischen Reihe 
mit negativem x (33) für \x\ ■= 1 hervorgehende: 

(33') 1 —»% + »», — tWjH ... 

als selbständige Reihe. 

Von einem gewissen » an werden die nu alternierend, so 
dass die Beihe (33') von da ab nur positive oder nur nega- 
tive Glieder aufweist. Offenbar genügt die Betrachtung 
des ersteren Falles. Hier wird: 



(50) 



\«H+1 




„Die aus der binomischen Keihe bei nega- 
tivem X (33) für |a;| = 1 hervorgehende Reihe 
konvergiert für »»+1>1 i e. «t>0, diver- 
giert für m + 1 < 1 i. e. m < ." 

(Im Grenzfidle m^O konvei^ert die Reihe, da sie 
sieh anf das erst« Glied 1 znsanmienzieht.) 

Die Reihe (33') ist, wie (50) zeigt, ein besonderer Fall 
der durch die Festsetzung: 
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(60.) — -^ 

bestimmt«!! Rdhe. Aas (50a) fdgt: 

<-) -(^-^)-f7|- 

Nach (H) tritt für a — 6 > 1 Konvergenz ein, fnr 
a — & < 1 I^veigenz. Im Grenz&lle a — b — 1 findet 

für fc>0 die Konvergenz von «( 1) gegen 1 v«! 

unten her statt, sodass die Reihe der « gemSss (IIa.) div^v 
giert. Ist dag^en a — 6^1, 6 negativ — — ß{ß > 0), so 

wird — — = — -— j — ^—5- , also von einem gewissen Än&ngs- 

iodex n = y an: 

"-+' - *^ "li: («-1,2,.. .), 



wo tir nod! behebig (positiv) gewählt werden kami. Mitliin 
ergiebt sich täi den Rest Br,f der Reihe: 



Ä.,-«,(.-/J){i^ + - 



S + 1^' ' y—ß+p — ll 

Ist ß eine natürliche Zahl inkL 0, so fiUlt (so. f3r 
""> ßi der Ausdruck { ) innerhalb der geschweiften Klammer 
direkt mit dem Rest der harmonischen Reihe (22) zusammen; 
ist ß aber nicht selbst eine uatüiüche Zahl, sondern zwischen 
den natürlichen Zahlen m imd 1» -|- 1 enthalten, so hat man 

> und der Ausdruck ( i überschreitet den 

V — ß V— m ' ' 

Rest der harmonischen Reihe. 

Somit divergiert die Reihe der u (50a) für a — 6 =- 1, 
gleichgültig welchen Wert h hat — ausgeschlossen den 
singulären Fall u, ^ 0, (der für die Reihe (33) in dem 
Spezialfälle m = [und v =• 1] verwii^cht war), wo natnrÜcb 
Konvergenz stattfindet — . Der Fall o — 6 = 1, 6 = —ß 
(ß>0) führt zu einer Ergänzung des Kriteriums (IIa), B» 
wird hier nach (51): 
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(52) »(-^-l) ^-1+^, ^-l.-L- 

n » 

wo also n. das I^dukt sxa — in einen Faktor ist, der bei 

wachsendem » (von oben her) g^en ß konvergiert. 

Sobald nun für eine voi^egte B«ihe (2), mit dem 

allgemänen Gliede t>», von einer gewiBeen Stelle an, 

•«1. ''"+' 

< , 80 divei^ert die Beihe der v gemäss (H.). Ist da- 
her for die vorgelegte Reihe der v: 

(53) J-^ l) = 1 + % lim g„ = g (endlich, > 0), 

so hat man nur ^ > j zu wählen, um sie stärker divergierend 
zo machen, als die ,4iarmonische Beibe"*); 

<") *"—^ß '^>'"- 

Das Eriteriiun (Ha.) ergänzt sich also za: 

(IIb.) „Wenn für eine Reihe mit positiven 

Gliedern «n der Ausdruck »( 1) den 

Grenzwert 1 hat, und dieser Grenzwert 1 von 
(^len her in der Weise erreicht wird, dass 

(55) lim« [«f-^?!;^ ij — l] = j (« endücb, > 0), 

oder auch, was damit gleichwertig ist, wenn 
sich eine positive endliche Grösse q (inkL 0) 

derart angeben läset, dass sichf« — q)\ ■ - — l) 



*) E« toOge sDcli jede (nach obigem divergiereiide) Reilie : 
eine harmoniioh« geosiiDt werden. 

DuiiizodbvGoogle 
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mit wachsendem n der Einheit von nuten 
her unhegrenzt nähert, so divergiert die 
Reihe der «." 

Die durch (50) hestimmte Reihe ist wiederum ein 
besonderer Fall der häufig vorkommenden allgemeineren, wo 

eine rationale Funktion von » bestimmten Grades und 

«»+1 

mit festen Koeffizienten ist: 



(56) 






Hier sind bereits die Koeffizienten von »^ in Zähler 
und Nenner als gleich angenommen worden, da andemtälls 

lim ^ 1 und somit die Konvergenz resp. die Diveivenz 

der Reüie der u bereit« durch das Üauchysche Kriterium (L) 
entechiedeu würde. 
Aus (56) folgt: 

r.S7^ "" fi^-K<h'-i>i) + «-'-\a,~h) + ... + (ai-h) 

also: 

/ ^- \ (».-«+k«h-w+-3^(».-».) 

(58) » -= 1 —, -. . 

Der Grenzwert der rechten Seite für lim n — op ist 
«1 — h, , also tritt nach (II.) Konvergenz resp. Divei^enz 
der u- Reihe ein, jenachdem a^ — bi^l ist 

Im Übei^angsfalle Oi — &^ = 1 entsteht ersichtlich: 

(59) to«[«(^-l)-l]_a,-S,-J„ 

d. h. die linke Seite hat einen festen endlichen Grenzwert, 
und die u- Reihe muBs auf Grund von (IIa.) resp. (Üb.) 
divergieren. 
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Damit ist das voo Gauss aufgestellt« Kriterium zweiter 
Art gewonnen: 

(IIc.) „Ist in einer Reihe mit positiven 

Gliedern « der Quotient zweier kon- 

sekntiver Glieder als rationale Funktion 
von n von festem Grade nnd mit festen 
KoeMsienteu darstellbar: 



(60) 



»* + tti n*- 



-8,»'-'+...' 

SO konvergiert die Reihe der u für o, — ^>1> 
sie divergiert für a^ — ^^^•" 

Das Kriterium (56) resp. (59) weist bereits auf eine 
weitergehende VeraUgemeinenuig hin. 

Zu dem Behuf wird man das Ver^ren, nach dem die 
Divergenz der harmonischen Reihe (22) (8. 325), die Kon- 
vergenz der aas ihr erzeugten hyperharmonischen Reihe (37) 
(S. 334), erschlossen wurde, sowie den Prozess dieser Er- 
zeugung geeignet verallgemeinern. 

Das fri^liche, von Jak. Bernoulli herrührende, von 
Cauchy weiter ausgeführte BeweisBchema für die Beihen 
(22) und (37) benutzte die Zerl^ung der Glieder einer 
Reihe (2) in gewisse Gruppen, die durch die successiveD 
Potenzen von 2 reguliert wurden, und bemhte im übrigen 
darauf, daes die positiven Grossen Uu (wenigstens von einer 
gewissen Stelle an) niemals zunehmen und mit wachsendem n 
gegen Null konvergieren. 

Um das Konvergenz- resp. Divergenzschema auf die 
Potenzen einer beliebigen natürlichen Zahl k zu übertragen, 
stelle man, falls etwa vom Änfangsgliede u, an, stets 
«H ^«B+i 1 uod lim u„ =. 0, nach dem vorbilde der S. 334, 
mit Rücksicht darauf, dass die Anzahl der Zahlen 

k',k' + l, ...Ä' + >-l(»' = 0, 1, 2,...) 

offenbar gleich k'+^ —k' = k'{k — 1) ist, das System der 
Ungleichungen auf: 





»UedAmui 


«1 +«. 


+ • 


.«t-i 


<(*- 


1)". 


«t +«k+i 


+ • 


-»»•-1 


<*(*- 


-D«. 


"«+"1.+ 


+ ■ 


-HH-l 


<*■(* 


-D», 


V + »r+ 


+ ■ 


■% + ■- 


,^f(t 


-1)% 



(61) 



woranB durch Ädditicm folgt: 

(62) », + «,+ ... +V+'-i^(*-l)[l •»! + *«* 

+**«,;+-. .+*'V]- 

Da andererseits auch die Anzahl der Zahlen Af + 1 , 
i* + 2, . . . , A:'+> gleich Jr (i — 1) ist, so gelangt man nach 
dem Vorbilde der S, 325 zu einem zweiten System vod 
Ungleichungen: 

«, +«, +■.. + «* >(Ä—l)Ut 

W» + l +«»+, +... + «!■ >i(t — 1)U»1 
««■ + 1 + WH+1 + ■-. + «» >*»(i — 1)«H 



(61') 



P-+, + «V+i + ■ • • + V+i ^^'t*" i)*v+» 



und hieraus durch Multiplikation mit k und Addition, wemi 
man noch die Ungleichung: 

*«i>(*— 1)1*1 
hinzußigt: 

(62') *(«!+»>+ ••• +IV)>(* — l)[l-«i + *«» 

Auf Grund von (62) und (62') ergiebt sic^ der Sati: 

(L.) „Wenn für eine unendliche Reihe 
positiver Grössen u^, von einem gewissen 
AnfangsgUede an, stets u.+i<«h, und zu- 
dem lim «. — ist, so konvergiert resp. diver- 



...V.UU^^lL 
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giert die Aeihe der u immer zagleich mit 
der Reihe: 

(63) l-«i + i«» + i»«M + ...+ *'V+... (i -2, 3,. ..,).« 

Nnmnehr werde das Verfahren der S. 334, aus der 
divergenten hannonischen Reihe (22) durch einen geeigneten 
Fotenzierangsprozess äne konvergente hyperharmonische 
Reibe (37) zn erzeugen, auf die divergente C&achyBche 
Reihe (S.326): 

(22') «-^^ 

angewandt. Es erweist sich als zweckmässig, die neue 
Reihe ao za bilden, daas: 

wird, wo o > 1 . Kouatraiert man die Veigleichsreihe (63) 
für i = 2 , 80 kommt: 

(65) 2'«,, = p^ = ^-^ = ^^.-^; 

Bomit konvergiert die voigelegte Reihe (64), da es die mit 
-j— — mnltiplizierte hyperharmonische Reihe 1 + -^ + ... 



Für ö — 1 {S. 326) und a fortiori f ör a < 1 divergiert 
die Reihe (64): 

(M.) „Die Reihe: 

^^*' ^ + 2(Är + 3p)= + -+Mfe^ + --- 

konvergiert für o > 1, divergiert für ö<1," 



konvergieren, für o < 1 diveigieren. 

DuiiizodbvGoogle 



mithin, da gemäes 8. 326: l(l + -) < - 
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Um jetzt eine Beihe, für die das Baabesche Kri- 
terinm (II.) versagt, mit einer Reihe (64) bequem ai ver- 
^eichen, gehe man wie bei der hyperfaarmonischen (S. 335) 
vor. Hau hat (nr die 'RaHte (64), wo wied^imk o > 1 sei, 
SDCoeasive: 

«■+1 "^ » \ In f ' 
also, da ((»+ 1) — ((«) = i(l + i): 



^ nln'^ (nln)'} 

wo n» eine positive Grr&sse isl^ die «tf Grand von g 20 (V), 
8. 285, mit wachsendem n gegen die endliche positive 

Grösse n — ■ — - konvergiert 

Ans der letzten Ungleiohai^ fliesst nnmittelbar die 
m (42) S. 335 analoge Gmizgleichung: 

(66) Um I« \nl— l) — l] = o, 

wo überdies der Grenzwert o(>l) von oben her erreidit 
wird. Eine unbedeutende Abfederung des Beweises fuhrt 
za der nämlichen Gren^leichung (66) auch für o ^ 1. & 
gut also: 



DiailizodbvGoOgle 
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(N.) „Der Beihe: u_ = — „ , kommt für 

jedes gegebene o (= l] die Eigenschaft zn: 

(66) Hm ;» [«(^^^^ l) — ll = o , 

wobei für o > 1 die Konvergenz der linken 
Seite gegen a von oben ker stattfindet." 

Die E^i^bnisse (M.), (N.) sollen nun auf die hökeien, 
nach S. 326 divei^erenden fieihen: 



nlnLn' nlnLnLn " ' ' 

(67) ^ ^ •. •. 

wo 2,» die dnrch i- malige Logarithmienmg ans » hervor- 
gehende Grösse bezeichnet, übertn^n werden. Man bilde 
die von Bertrand untersuchte Reihe, die daher als 
Bertrandsche bezeichnet sei: 

(64a) **- = nlnlin . . . i,_i«(U)" ^ A-i(») " Ör^' 

vo das Produkt nlnlgn...l,— in zur Abkürzung mit Li—i(n) 
bezeichnet, und zunächst wieder o > 1 sei. Da deren Kon- 
vei^enz für » = 0, 1 bereite feststeht, nehme man an, sie sei 
für ii^nd einen Index i gültig: sie soll dann für den 
nächstiEolgenden Index i -i- 1, also für die Reihe: 

1 , -. 1 

bewiesen werden. Auf Gnmd von (L.) ziete man die Ver- 
gleichsreihe der V, heran; 

«,-*•»,,(* -2, 3,...). 
Nun geht aus der Definition von l^n hervor, dass: 

(68) !(*•)-»«, i,(f)_!{r!i>,...!,(i')_i.._,(,U>, 

!,+,{*•) = !,<»«>. 



360 §82. K(niT.d.B«rtr*ndi0hBna«aie:«i«=7 . .„ ,„ .<'> !• 

M—i{,n)\uny 

Fflr k'^3 wird lk> 1, somit auch y23 > y, wodnroli 
die Gleichungen (68) in die Ungleicliiuigen übergehen: 

(68') t(3'}>y, I,(3')>iv,...,^(3')>i,_.y, i,+ .(3')>ty, 
und da ans der letzten derselben noch 

{!,+,(3-)>->ftv)«(o>l) 
folgt, so erhält man durch Multiplikation dieser Ungleic^nngen 
für die Vei^Mobsreihe: v, = S'«,»: 

c, = 3"«,. 



<- 



Z(3')i,t3')...4(3-)<4+,{3')>- 
1 



da die rechts stehende Grösse dos allgemeine Glied einer 
nach VorauaaetEung konvergenten Reibe bildet, so konver- 
giert aach die Reine der v„ tmd damit gemäss (L.) auch 
die der«.. FSr o = 1 aber divei^ert die Reibe der u(64a), 
nach S. 326^ also um so mehr für < 1. Demnach stellen 
die SStze (J.) und (M.), S. 335 und 348, die beiden ersten 
Stufen (i = 0, 1)*) des allgemeineren Satzes dar: 



(M'.) Die Bertrandflobe Reihe: ••) 



(64a) 



^ nlnl^n...li-in{ltn)' i,_i(«)(U)-' 

wo litt den i- mal iterierten natürlichen 
Logarithmus von n bedeutet, konvergiert 
für o > 1, divergiert fflr a ^ 1." 



*) Dabei sind nntBr l^n, I, n die reapektiven OrQBten m, Im 
zn TentBheo. 

*^ Der Setz (M') l&srt lioli auch geometriaoh einleben. In- 
dem wir am hier aof den Fall i = d. i. die hTperhtiTmoniwjbe 

Heilte ««^ — (a > 1) besohrKakeD, Terhhren wir wie in § S luid 

detdcen tmi ia einem recbtwiukli^n Koordinstenijrtem die Kurre 
y=x-'' voi^l^:t, »wie über jeder Strecke (i, k-P 1) (k=l,2,.., 
»,...) der Abiciuenacbse mit Hilfe von Farallelen tn den beiden 
Aohieu zwei Rechtecke, Ton denen das eine kleiner, das andere 
grOuer ist, als der aber {k,lt\-\) stehende FUUthenstreifen. Die 
Summe der zn kleinen Bechteoke Ober den Strecken (1, S) (2, 8),.. ., 



§ 22. Kony. d-B^rtrandfohen Heili«: w. = 7 7- ,,, - . -,o> 1. 351 

■i^—iWKUn)" 

Kmunehr handelt es eich noch um die Übertrag^mg der 
Sätze (K.), (N.), S. 336 u. 349, auf die BertrandBche Reihe (64a). 
Es wird für letztere: 

« + 1 ^("+1) ^(« + 1) li-ijn+l) mn+l) \' 



».+1 

(70) 


n 

- A- 




•{^r 



(» — 1,») irt ^ + ^ + .,.-1 — - — in—l, dl« Snmiiie der eh 

growea: 1+^ + ... + . _.v ~*' ä' ^"hrend ^» '**>•' ^r 

gvma Streck« (l,n) itehende FllWbe gMnau §3(88] S. 86 den In- 
halt 7^= (l —^J - beiitet, wo r = fl— 1. 

Mithin irt ft, < 1 + (1 — ~\- < 1 + 1, «nderoneit« *,> — 

-|- ( 1 — rr ) ~ > ^o bei hinreloheod grouem n auch > ~. Somit iit 

V *•'/ ''11 *■ 

die Samme «■ = ! + — + ...-{- — > wi» groM auch n «ei, zwiichea 

den Orencen — nnd 1 -| — enthalten, es konTorgiert demnach die 

hyperharmoniache Reihe fOr o>l !. e. r>0, tmd divergiert, 
wenn man r gegen Nnll d. i. a gegen Eins abnehmen Iftut. Hierana 
flieaet noch d«r fOr die Zahtentheorie wiohtige Ssti, daa« lim r »n = 1 

wird. Daa Enttpredkende gilt fflr die etwas allgememere Reihe: 

»«• = 7 — i r- > <» > Ot A > , nor daai hier lim ran — -r wird. 

(a + nh)' ,=o,»=« A 

Fflr die Bertrandiohe Reihe (64a} hUte mau die Kurve 



so Gnmde 2a legen und von einer Abaoisie a — wo a eine natOrliobe 
Zahl, für die b a poaitiv aoifUlt — beginnend, ta verfahren wie oben. 
Auf dnind eines Satzes der Integralreohonng (a. den Abachnitt III) 

hat, da — j— -= „ . 

' xlx . . , U—ixiltx)« 
achsenatrecke (a, n) atehende Flftche den t 



DuiiizodbvGoogle 



S § 32. VergleEoh einer Reihe mit der Bertrendacl^en. 
Hier wird der Reihe nadi: 
1 + 1 



'--! + ■- 



1{1 + ' 



In ^ l« '. 

oder, da nach dem Mittelwerteatz: 

ßo wird: 

Hieraus geht wieder hervor, dass: 

_!»r 






Allgemein wird also eein: 



Dunit wird aber, da die Knire von x^=a na stbidig abnimmt, die 
Snnune «■ der Reihe (64b} toh ■ . -■ — ^ ' ii TY ^^ inldtiBiTe 



EviHchen den beiden Grenzen eingeBcUoMen: 



nln . . . l,_in(fcw)" 

7ii^^''^ala...U-ia(ltay'*'FWay'' 

wOTMu wiederum die EooTargenz von (64a) fdi o > 1, die Divergeoi 
fOr lim 0^1 folgt; sowie die Gre&zgleiohnng: 
limrgn = l. 
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In der That, sei (71) fOr den Index k gültig, bo k<Hnmt 
fSr des Index k + l: 

h+in \ nlnlfn...ltnj 



Iimr*+'>-l, 
womit die Formel (71) allgemein bewiesen ist. 

Wendet man (71) aof den letzten Faktor des Pro- 
duktes (70) an, so konmit: 

\ hn t \ nlnltn...Ui*) ' 

also auch, weim man wie aof 8. 335 verfährt: 

(7lB){J!^r=l+ , ,"■ . ^l + ^,limo^o. 

*^ ' \ hn i nlnl^n...l,n A(») 

ÄCt Hufe der Umformungen (71), (71a) gebt (70) 
Sber in: 

Hiiir*=l(ifc=l, 2, ...,»— 1), lim o, = ö. 

Die Ausföbrung der rechten Seite von (70') liefert eine 
£!ntwi<kelang von der Grestalt: 

W. Fr. Meyer, Dill«r«iitimlieeliniii.g. ^ , ..^'^.l.n.l'ilC 



354 § 22. Vergleich einer Reihe mit der Bertrandtchen. 

(72) Jf!^^i+i + 

; + 



lim P„=lim»-l"=l, 

limr?*=l(ifc=l-, 2,...{i — 1), iimö„ = o, 
wo der mit Pm bezeicimet« Restfaktor ein Aggr^at von 
Gliedern ist, deren erstes r„ lautet, während die Summe 
der übrigen mit waehsendem n g^en Null konvergiert 
Bedient man sich zur Abkürzung der Bezeicbnung: 

(73) "(^-1)="-- M<7.-.)=r7., 

l^niUi -1)=U^,..., Uüi-i — 1) = Ut, 
Bo stellt Ui{ ) = Ui ersichtlich die Verallgemeinerung 

der durch die linken Seiten von (44), (66), S. 336 u. 349, an- 
gegebenen Prozesse dar. Die Ausübung des Prozesses Uf auf 
die rechte Seite von (72) etgiebt naä leichter ßecbnung: 

Ut = (r^^ — 1) ^2« . . . ^v« + (J-n^ — 1)^3 « . . . ii« + . . . 

(74) +rr»U + o»+ ^"'^-'^" fn, 

limP„ = l, limr* = l, lim ö„ = o . 
Hier aber lässt sich zeigen, dass rl*' — 1 (i = 1, 2,.,,,t — 1) 



lim n(ri^ — 1) eioen festen, endlichen, von Null verschiedenen 



den Grenzwert N\dl besitzen: damit 



n '' ' '' n 

aber wäre die gewünschte Verallgemeinerung der Sätze (K.), 
(S.), S. 336 u. 349, dass lim Ui = a, völlig erwiesen. 

Ntm ist, was den zweiten der beiden frE^lichen Punkte 
angebt: 
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l,u...l,n ji«y-> 



'in' 



da hier der Exponent von « eine positive feste Grösse ist, 
so hat — ^ anf Grund von § 17 (15b), 8. 220 den Grenz- 

wert Null. 

Um andererseits den Grenzwert von »(r„ — 1) im 
ermitteln, ziehe man den einmal erweiterten Mittelwerteatz 
(§ 19) für den natürlichen Ix^arithmns heran. Danach hat 
man, wenn unter k eine von n abhängige Grosse zwischen 
und 1 verstanden wird, die mit wachsendem n g^en 
Null konvei^ere: 

1 / 1 \a / s \ 

0<d<l, lims = l. 
Ist im besonderen lim en= 1, so wird: 

Jim M(r — 1) = — - . 
Wendet man diese HilEsformel zuvörderst auf den Fall 
£ = — an, so kommt mit Rücksicht auf (71) für k — \: 

,76) '•^ = ,+4^ = 1+1(1-^1), , 
' ' In nln nln\ 2 «/ 

lim s„ = 1, Hm «(ri"— 1) = ^. 

Allgemein gilt für einen beliebigen Index k nach (71): 

'.(" + !) 1 , 'i 

liiTi nlnl^n 

Kmr»' 



(71) 



Dann liefert der Übei^ang zum nächstfolgenden Index 
4 + 1 mit Benutzung von (71), (75): 
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^ife±a_i+_j_,4^=i+j_i{i+^i? ( 



= 1 + 1 



„Ö+D 



"^ nln ... fc+i« Z,»+,)(i»)" 

Somit besteht zwischen r^"^" und r«' der Zosammaihatig: 

oder auch: 

■""••■ «"llimä?-!, 
folgt: 

li,a,(^+»_ 1) _ lim»(r?- l). 



reanltierty bo ist aUgemein, waa xa beweisen war: 

(77) _lm»(r?-l)_-i. 

Hiermit ist die gesuchte Verallgememenmg der SStze 
(K.), (N.), 8. 336 n. 349, gewomwn; 

(N'.) „Deßniert man den Prozess: 

darcli die Kette von ProzeBsen: 
(73) »(-'^ - l)- D«. '»(Oi- 1) - f„ 

!,»(P,— 1) - fr„ . . . , !,«(0-,_,) _ D„ 
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80 kommt der Bertr&ndschen Keihe: 

(64a) «» = nlnl,n...h^inihnr " i,_i («)((,«)- 

für jeden gegebeaen Wert von a die Eigeo- 
sohaft zu: 
(78) ]im Ui=a." 

Mit HCfe der Sätze (M'.), S. 350, und (N'.), ist es nunmehr 
möglich, nach dem Muster der für die beiden ersten Fälle 
i = 0, 1 befolgten Methode, eine vorgelegte Reihe von positiven 
Gliedern u^ mit einer geeigneten Bertrandschen Reihe zu 
vergleichen. Sobald, von einem gewissen » an, und für 

einen Index « Uii )> a, wo o>l, so lässt sich, wie 

nahe auch a der Einheit sei, stets ein a' zwischen 1 und a 
so wählen, dass für die mit diesem a' und dem nämlichen i 
gebildete Bertrandsche Reihe «i (64a), wiederum von einem 

eewiasen » an, Ui\—, — 1 < üA ) wird, damit aber auch 

— =- > -^, was gemäss (H.), S. 330, und (N'.) die Kon- 
«■+, «„4-1 

veigenz der vo^elegten Reihe der u darthut. Entsprechend 
verffihrt man im Fdle a < 1. Somit gilt das aUgemeine 
„logarithmische" Kriterium zweiter Art: 

(m.) „Wird der Prozesa Utl—-) durch 

(73) definiert, so konvergiert oder divergiert 
eine Reihe von positiven Gliedern u„, wenn, 
für irgend einen Index i und von einem 
gewissen » an, üi stets grösser bleibt als 
eine angebbare Grösse a {> 1) resp. stets 
kleiner, als eine angebbare Grösse ö(<1)." 

Hierbei ist zu beachten, dase wenn das Kriterium (IIT.) 
für iigend einen Index t erfüllt ist, es von selbst auch für 
jeden höheren Index ^It, denn für a^l werden Pi+i , 
Ü,^i . . . positiv resp, negativ unendlich, sodass gemäss (III.) 
die Reihe der u konvei^ert resp. divergiert. Demnach 
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umfasst das Kriterium (in.) die früheren (L), (II.), 
(Ha.), (Hb.), (Uc.). Auch im Ubei^angsfaJle (59), 8. 344, 
von (II c): 

„[_!^!! l)_l = ^, Hmp« endlich, 

wird: 

L \M«4.i / \ "^ n ' 

aleo lim Ui=- 0, mithin divergiert die Reihe der u, wie 
dort angegeben. 

Das Kriterium (in.) läset sich in eine gedran^re 
Gestalt bringen, wenn man direkt von der EktwickSung 
(72) von (70), 8. 351 u. 354, ausgeht. 

Sei für eine vorgelegte Reihe von Gliedern v: 



lim 



so eriiält man anmittelbar: 

Vn _ in + l)lin+l)...Un + l) -\ ^ 

»,+i nln . . .litt l=nln...lin' 

und da das Entsprechende bei der Voraueeetzung: 

!>. + , — «. + , 

gut: 



j^\ o. _ (»■+i)i(»+i)--.i.(»+iy 



nln . . -hn \ ^^ nln . . .l(n 



C"<1), 



so hat man damit das von Bertrand aufgestellt^ mit (HL) 
inhaltlich gleichwertige, wenn auch für Anwendungen weniger 
geeignete Kriterium zweiter Art: 

(HI'.) „Eine Reibe mit positiven Gliedern «« 
konvergiert resp. divergiert, jenachdem: 

lim A» — i, (n + 1) > reep. < 0.« 
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Um eine Anwendung des Kriteriums (III.) zu geben, 
befraclite man den Fall der hyperharmonischen Reihe: 



wo sich jetzt aber o = a(n) selbst bei wachsendem n der 
Einheit von oben her unbegrenzt nähern möge; 

1 1 

(79) "n-^. 

Nach dem eiamal erweitertea MiUelweiteatze fOr (1 -|- e)", 
ö>l, 0<e<l hat man: 

(1 + .)• - 1 + o. + °^°~^K '{i + ««)•-• 

(80) 

-i + o.|i + ^'eK lime-i. 



Im vorliegenden Falle e— — wird also: 

lime„ = 1. 
Da der Grenzwert lim C/g— 1 von oben her (S. 339) erreicht 
wird, mnas man zu Ui übergehen. Gemäss (79), (81) wird: 

Setzt man demnach: 

w m — rn- 

80 konvergiert oder divergiert gemäee (in.) die Reihe (79), 
jenachdem lim n^^\ ist. 

Im Ubergaugsfalle lim 7t^=\ gehe man zn ü^ über: 

(81") U, = kn(U,-l) = l,n[(n^-\) + ^, V^xf=\. 

Ist im besonderen ji„ konstant = 1, so wird lim fT, = , 



360 % 32. Anw. mat di« Raibe: v^ = — , wo lim o ~> 1 (tod oben ber). 

nnd die Eeihe (79): «» = — diver^ert. Andernfalls 

setze man wiederum: ^ '" 

'«'■' ". = 1 + ^. ""/■.(»)=-., <,=i+i{n-^-i^} 

und )7, nimmt die Gestalt aa: 

(81") ir^„^+,w|^, Umt«'-!; 

limü, = limA^. 

Hier wiederholen sich die an (81') geknüpften Schlüsse. 
Nimmt man daher mit dem Exponenten <t in (791 die zu 
Ui (73), 9. 354, analogen, nur im Anfang nm einen Sdmtt 
verkürzten Prozesse Fi vor: 
(73') YM = M" - 1), VAo) = h»{V,~ 1) . . ., 

F;(a) = t«(F,_,-l), 
so hat man das Ei^bnis: 

(O.) „Die Eeihe (79) u„=^, wo aich a 

selbst mit wachsendem n der Einheit un- 
begrenzt von oben her nähere, konvergiert 
oder divergiert, jenacbdem für irgend*) einen 
Index * lim V/ia) > 1 oder < 1 ausfällt" 

Dies überträgt**) sich unmittelbar auf die Reihe (64a): 

1 

""~ni«^tt ... ((.«)"■ 



*) Ea giebt aUerdinga extreme Fanktionon cr(n), wo fQi jeden 
Index i lün Vi (o) ^ 1 wird, wo alio du Eriteriom (0.) renagt. Daa 

Entsprechende gilt bei den Khulioben EriterieQ. 

*^ El bietet aber anch donthaDa keine prinzipielle Sohwierigkeit, 
daa Eriterinm (HI.) anf einen erheblich komplizierteren Fall anen- 
wendea, wie er t. B. dorob die Reihe : 



" »••(i»)"(i,»)-...(j,»r 

geboten wird, wo die Exponenten a FanktionMi Ton n bedenten, die 
mit wachsendem n — Bei ea von unten, aei ei tod oben her — 
gegen 1 konrergieren. Sind im beaonderen alle Exponenten o bia 
auf einen beliebie angenommen, so kann man stets Aber den letiten 
derart verfttgen, daas die Reihe konTergiert oder divergiert 
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Bildet man jetzt die gegen&ber den U (73) am t 4- l-8cbritte 
Terkörzten Prozesse: 

(73') w;+.{<j) = fc+,C«)(<j-i), 

w;+,(<j) = h+M ■ {w,+,- 1), . . . , 

BO ^t: 

(O'.) „Die Reihe (64a}: 

1 1 



wo sich a selbst mit wacbsetidem n der Bin- 
heit unbegrenzt von oben her nähere, kon- 
vergiert oder divergiert, jenacbdem für 
irgend einen IndexÄ(=l,2,3...)lim Wi+i{p):s:\ 
ansfällt." "=" 

Die Veigleichung einer Reihe (2) mit einer geo- 
metrischen (22), hyperhannoni sehen (37), Bertrandscben (64a) 
fOhrte anf Grund des Prinzips (H.), S. 330, zu den Kriterien 
zweiter Art (I.), (II.), (HI.). Ebenso hätte mau aber auch 
der Vei^leichui^ das Prinzip (G.), 8. 329, zu Grunde legen 
kräinen: hierdurch werden Kriterien erster Art gewonnen, 
die tbeoretisch wichtig, wenn auch praktisch weniger be- 
quem zn handhaben sind. 

Sei erstens für eine Reihe »„(2), von einem gewiesen 

Gliede an, «>,<ff" (0 < (j< 1) d. i. iun^g, so konvergiert 

die Reihe der «: ist dagegen y«B^3(>l)> so divergiert 
sie. Das ist das ebenfalls von Cauchy herrührende Kri- 
terium erster Art: 

(la) „Eine Reihe mit positiven Gliedern u» 
konvergiert resp. divergiert, wenn, von 

einem gewissen Gliede an, y m« <g, resp. > g 
ist, wo anter g eine angebbare positive 
Grosse <1 resp. > 1 zu verstehen ist." 

Sei zweitens für eine Reihe m*(2), von einem gewissen 
v"» Gliede an: 



~-nlnl^n...h-Mhny A_i(n)(i,n)"' 

(ö>1). (« = v,r+l,...). 
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SO koBTem^rt die Beihe der u gemäse (G.) und (HI.). 
Die fraglicDe ÜDgleidmi^ läsat sidi in die Gestalt eetzen: 

oder nach abermaliger Lt^arithmienuig: 

(84) a<l , \ , . 

A-l(«)»H 

Entsprechend verfährt man für o < 1 . Damit ist das 
von Bertrand anfgeetellte Kritenum erster Art abgeleitet: 
(UTa.) „Eine Reibe positiver Glieder u^ 
konvergiert oder divergiert, jenacbdem 

l ^ 

bei beliebig wachsendem p stets oberhalb 
resp. stets unterhalb einer angebbaren Grösse 
©Ol resp. <1) bleibt." 

Die Theorie der Konvergenz resp. Divergenzkriterien 
lässt sich noch erheblich weiterführen, wenn man als Ver- 
g^eichsreihen solche von möglichst allgemeinem Charakter 
wShlt In umfassender Weise hat das Pringsheim*) aus- 
gefOhrt. 

§23. Fortsetzung. 
rnendUehe Reihen mit positiven and negativen Gliedern. 

Für unendliche Beihen: 
(2-) vo + Vi + Vt + ...+v, + ... + v^+f+..., 

deren einzelne Glieder beliebig positiv oder negativ sein 
können, ist die Definition (A.) (8. 318) der Konvergenz resp, 
Divergenz wie folgt zu modifizieren: 



*) Math. Ana. 35 (1890), S. 297 CF. Y^. sach den Artikel I A 3 
der E^o^klop&difl der mathematischen WisMnichftften , aof den Ober- 
haupt hiimobtlich der $g 23, 23, 24 verwieien sei. 
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(Ä/) fiDie Eeihe (2^ mit positivea and ne- 
gativen Gliedern v lieisst konvergent, wenn 
n stets so hoch gewählt werden kann, dass 
der absolute Betrag des Restes: 

(4'} E„_f-~s„^f — s,, = v^ + Vn + i + ... + Vn+p-i 

für jedes p unter eine vorgegebene, beliebig 
kleine (positive) Grösse ti heruntergedrückt 
werden kann: 

(!>•) \R..,\<r, 

lim^H^« lieisst dann die Snmme der Reibe 
(in der Anordnung (2')). Andernfalls heisst 
die Reibe (2') divergent, and zwar eigentlich, 
wenn J-ßR,|i| bei beliebig waebsendem n un- 
endlich gross wird, dagegen uneigentlich 
divergent [oscillierend , schwankend), wenn 
■ \Bn,f\ überhaupt keinen festen Grenzwert 
besitzt."*) 
Aus dieser Definition folgt unmittfilbar, dass bei kon- 
vergenten Reiben lim v, <— sein muss. 

Wiederholt sind wir bisher auf „alternierende" 
Reihen (2') gestossen, d. h. solche, deren Glieder, wenigstens 
von einer gewissen Stelle ab, abwechselnd positiv und negativ 
sind, und, absolut genommen, niemals zu- und mit wachsen- 
dem » unbegrenzt abnehmen. Und zwar ursprünglich auf 
endliche Re£en solcher Art (S. 118fF., 123, 137, 264, 267, 
271, 285, 293, 296), sodann auch auf unendliche (S. 266, 
267, 271). 

Das fGr endliche alternierende Reihen in § 12 (22a), 
S, 121 gefundene Fehlergesetz läset sich mit geringen Ab- 
änderungen auf unendliche Reihen solcher Art: 
(85) «0— «. + «,-«,+ ... + (- l)-«, + (—l)"+'«,+,-|-... 

+ (_ ly + FUn+p + . . -(M.+ 1 < Un.'^tt»= 0) 

übertragen, wo die «, wie Mher, positive Grössen (> 0) be- 

*) Das Letttere tritt offeubtu* b«i der berillimten Reihe 
1 — l + l — 1-|-... ein. Über eine »yrtemaÜBche Konstruktion 
solcher Oicillierendea Reihen siehe weiter nnten die Anm. auf S. 86S. 
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zeichnen, and wo der EinfacUieit halber der ständige Vor- 
zeichenwechsel nebst der Bedingung u,_)., <«„ bereits vom 
ersten Gliede an eintrete. Sei erstens n gerade. Dann 
lässt sich R^^p (!') in eine der beiden Gestalten setzen: 
|(86.) B.,, -(«.-».+ ,) + («.+,-*,+,) + ( ) + () + ..., 
(86b) A„-«.-(«.+,-«.+,)-(".+.-«.+,)-() 
I -()-... 

Hier ist nach der Voraussetzung keine der Kbunmem 
n^ativ; die letzte ist entweder von der Form (ttK+p—% 
— UH-i-f— i) oder aber Un4.p_i, und im ersteren Falle kann 
man sich stets p so gross gewählt denken, dass nicht alle 
Klammem verschwinden. 

Ans (86a) folgt, dass i£.,p sicher positiv ist, und zwar 
> («H — ''o-fOr sodann aus (86b), dass iZi, p <Uh wird: 
(87) Up, — M^+i <Bn,,<Un(n gerade). 

Im Falle eines ungeraden » ist offenbar nur der jetzt 
negative Rest Ji,,p in (86a), (86b), und damit auch in (87) 
dorch seinen absoluten Wert zu ersetzen. Da aber lim u» °- 0, 
so ist damit das „Leibnizsche" Konvergenzkriterium er^ 
wiesen: 

(TV.) ,JEine alternierende Reihe (— 1)- u„, 
(«„>0,« — 0,1,2,...), deren Glieder, absolut ge- 
nommen (wenigstensvon einer gewissen Stelle 
ab) niemals zunehmen nnd bei wachsendem n 
den Grenzwert Null haben, konvergiert: 
bricht man die Eeihe hinter einem Gliede 
mit geradem resp. ungeradem Index ab, so ist 
der begangene Fehler negativ resp. positiv, 
und, absolut genommen, Kleiner als das ab- 
solut genommene erste Glied des Bestes." 

Als Beispiele dienen die oben zitierten Entwickelungs- 
fälle für e-', sin x, cos x, 1{1 + x), (1 -|- x)", arctg x, wenn 
man sie sich ohne Bestglied als selbständige unendliche 
Reihen vorgelegt denkt. 

Ist eine Reihe (2^ keine alternierende, so wird man ihre 
Konvergenzuntersnclmng auf die einer Reihe (2) mit nur 
positiven Gliedern zurückzuführen versuchen; eine solche 
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erhält man jedenfalls, wenn man Bämtlidie Glieder v^ in (2^ 
durch ihre absoluten Beträge u^ ^ \vn\ ersetzt. Dann gilt: 
(P.) „Eine Kelhe von positiven und nega- 
tiven Gliedern v» konvergiert, sobald es die 
Reihe der \v^\ thut." 

Denn es ist |fi«,j,| -= |p«4-«i.+i + . .- + ««+?— 1|^«« 
+ «B+i + . . . + Uh+p-1, and da das letztere Aggr^t für 
lim» = oo den Grenzwert Null hat, so auch |^,p|. Daher 
nennt man die Heihe der v in diesem Falle absolut kon- 
vergent. Man beweist dann ganz, wie auf S. 328, daas die 
Reihe der v denselben Grenzwert behält, gleichgültig wie 
ihre Glieder umgestellt werden. Denn man hat nnr in der 
dort bewiesenen Ungleichung: s^+i — s„<ii„,, beiderseits 
die absoluten Werte zu nehmen, damit sie auch für den vor- 
lif^odeo Fall gültig bleibt. In diesem Sinne nennt man 
die Reihe der v unbedingt konvergent. 

Wir wenden uns nunmehr zu dem zweiten Hauptfalle, 
dass die Reihe der \v^\ divergiert. Die pcäitiven Glieder v 
der (2') seien mit u, die negativen mit — V bezeichnet, und 
es sei für den Augenblick eine doppelte Numerierung ge- 
stattet, sodass sowohl der Judex von u, wie der von i/ alle 
Werte 0, 1, 2, . , . durchlaufen m^e ; die Summe der ersten 
n Glieder u sei mit s^ und die der ersten »' Glieder u' mit s',^ 
bezeichnet. 

Falls die Reibe der \v\ divergiert, muss entweder die Teil- 
reihe der u, oder die Teilreihe der «', oder endlich jede 
von beiden divei^eren. Wenn aber nur eine der beiden Teil- 
reihen divei^iert, etwa die der «, die der m' aber konvergiert, 
so kann man im Reste Bn,f, wie gross n auch sei, stets p 
so hoch annehmen, dass iJ,,,, jeden vorgegebenen positiven 
Wert überschreitet. Dann ist die Bedingung (5') nicht er- 
füllt, und die Reihe {2') divergiert nach -|- oo (resp. — oo). 

Falls dagegen beide Teilreihen der u und (/ divergieren, 
so kann überhaupt nach Riemann die Reibe der v bei 
geeigneter Umordnung der Glieder jeden beliebig vor- 
gegebenen Wert g als Grenzwert besitzen. Man vereinige 
zu dem Zwecke, falls etwa g positiv ist, in der Reihe (2") 
fortschreitend, so viele positive Glieder «o, «i, ...M„_t, bis 
deren Sunme s„ zum ersten Male g übertriffir, sodass also: 
^_ !<</<£„. Alsdann vereinige man mit 5^, wiederum in 



366 § 9S. Dm BiemanDsoha Prinzip der Gliedemnutelliuig. 

der Reihe (2^ von vom beginnend, so viele negative Glieder 

— wi, — i/i, ■ ■ - , — mJ.'— 1. bis das erhaltene Aggregat znm 
ersten Male unter g heruntereinkt, sodass: s„ — s^'<g<s„ 

— s|,'_ 1 wird. Nunmehr addiere man zu s» — sj,' wiederum die 
po8itivenM„,«„+„...,«„+p_i,bi8s,^+P_,— 'si' <g < s„j^,— s^ 
■wird, und subtrahiere soviel Glieder «!,',<'4.i,..i^'+p'_,, bis 
Sn+p — s'n'+pT <g < 3„+p — s|,'+/_i entsteht, u. e. w. Dieser 
Frozess lässt sich ersichtlich infolge der Divergenz der beiden 
Teilreihen der u und der u' unbegrenzt fortsetzen. 

Die Differenzen zwischen g und dem jedesmal erreich- 
ten, abwechselnd zu grossen und zu kleinen Werte sind, 
absolut genommen, kleiner als reap. s« — s„_i = «h— i, 
y„'— «;i'_i = t4'-i,s„^,— s„4.,_,— M«+p_i, ^n'+p,— s;'_j_^_i 
= u(,'^/_i u. s. w., sinken also, da sowohl lim u„ ^ 0, wie 
lim tu' =- 0, unter jede positive Grenze. "= " 

Analog ist der Voigang, falls g negativ gewählt worden 
wäre. Damit ist der Satz bewiesen;*) 



(Q,) „Mittels einer Beihe von positiven und 
negativen Gliedern «, resp. — m' kann man, 
falls jede der Teilreihen der u und i/ diver- 
giert, vermöge geeigneter Gliederumstellung 
jeden vorgegebenen Wert als Grenzwert er- 
reichen. Falls aber nur eine der Teilreiben 
divergiert, die andere konvergiert, diver- 
giert die vorgelegte Beihe gegen + oo resp. 

Im ersteren Falle sagt man, dsss eine Reihe {2^) von 
positiven und negativen Gliedern v„ die bei der durch (2') 
voi^eschriebenen Anordnung der Glieder einen bestimmten 

*) Das BiemsnDache Verfahren l&ait eich noch mannigfach modi- 
fiiieren. Nimmt man z. B. ein beliebigee Intervall (a, b) (b > a) als 
gegeben an, so vereinige man, in der Beihe (S') fortBchreitend, ho 
viele positive Glieder u, bii man gerade b ftbereohriUen hat, sodann 
to viele negative Glieder — «', bis man gerade nnter a hemnter- 
geannken iet n. •■ w. Anf diese Weise wird bei wachsendem Index n 
die Summe Sn der ersten n Glieder der so umgeordneten Beihe im 
Intervalle (a, b) hin und her oscillieren, d. h. Sh wird das Intervall 
unendlich oft hin nnd her dorchlaafen, nud zwar lässt sich, wenn g 
irgend ein Wert zwischen a and 6 ist, n stets so hoch wBiden, dass 
für diesen Wert von « der absolute Unterschied \en — g\ <1 wird, 
wo 1 eine beliebig kleine vorgegebene (positive} GrOsse ist. 
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endlichen Grenzwert besitzt, während die Beihe der \v„\ 
divei^ert, bedingt konvergiere. 

Dann liefert die Kombination von (P.) und (Q) den 
erweiterten Satz: 

(V.) „Eine Reihe mit positiven und nega- 
tiven Gliedern v konvergiert äann und nur 
dann nnbedingt d. h. bei beliebiger Glieder- 
nmstellung gegen einen und denselben end- 
lichen Grenzwert, wenn sie absolut konver- 
giert d. h. wenn die Reihe der \v[ konvergiert." 

Ein instruktives Beispiel fär die Wertänderungen, die 
eine Reihe (2') gemäss (Q.) infolge von Gliedemmstellnngen 
erleidet, liefert die in § 20 (13), S. 271 für 12 aufgestellt« 
alternierende Reihe: 

Läsat man hier anf p positive Glieder je q n^ative 
folgen, und denkt sich diesen Prozess n-mal vorgenommen, 
80 erhält man ein Aggr^at s^p.ng von «(p + j) Gliedern, 
das , mit der Reihe für 12 verglidien, gemäss (IV.) zu den 
Relationen iuhrt: 



l«3+l »2 + 2^ 



np} 

(«P + 2 »P+2 *^^l 

{P<S), 

wo Ba, Bj positive Reste < ^^ zr reap, <^ 

^ ■ 2np+ 1 ^ 2nq+ 1 

bedeuten. Um die rechts stehenden Klammergrössen aas- 
znwerten, bedienen wir uns wiederum (wie schon in der Änm. ••) 
S. 350ff.), um hier nicht die Integralrechnung heranzuziehen, 
der in g 3 entwickelten geometrischen Bestimmung der 

Quadratur der gleichseitigen Hyperbel y = — Im Falle (o) 

■'' L i'jc(::..V^il.H.I'^ll, 
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errichte man in den Punkten x ^^ n^, nq-\- \, . . .,np der 
Äbscisaenachse die poeitiven OrdinatenÜnien, und lege durcli 
die zugehörigen HTperbelpunkte Parallelen zur :c-Aohse, so 
wird der über der Strecke {nq, np) stehende Flächeninhalt JZ\ , 
der nach § 3 S. 28 in Verbindung mit § 12 (IV.) 8. 128 den 

Wert l — — Z— hat, von den Summen der zu grossen resp, 

zu kleinen, über den Teilintervallen (nq, nq-^V), (n^+l, 
"ff + 2), . . , (nj) — 1 , np) stehenden Becbtecke eingeschlossen; 

die Differenz beider Summen ist Somit erhält man 

nq np 
für die rechts von (a) stehende Ktammergrösse, als Summe 
der zu kleinen ßecht«cke: 

wo die links stehende Differenz positiv ist, d. h. es ist 2 — 

der Grenzwert der ür^ichen Klammei^röase für lim H'^oo. 
Analog ei^ebt sich im Fall (b), wo p <.q: 



nq- 
(bO l 



l"* + 2 "'' + 2 »«-2) 




Bo ist jetzt 

1^ — . 

der Grenzwert der IragHcheD Klammergröese. Da endlich 
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in (a), (b) if,, Ri, bei waohseDdem n gegen Null konvergieren, 
Bo hat man in beiden Fällen; 



Hms„p,,,=.Z2 + |i^-. 



Würde man auf die letzten q negativen Glieder nochmals p 
positiv« folgen lassen, so unterschiede sich das so entstehende 
Aggregat S(„+i)p_„, von Ssp, »j um die Summe: 



-^ + - 



2np+l ' 2«j)+3 ' '■■ ' 2(n+l)p — l' 

die offenbar <^ TT' ^^° ebenfalls für lim» = co gegen 

Null konvergiert. 

Damit ist der von M. Ohm herrührende Satz abgeleitet: 
..Ordnet man in der Reihe für 12: 



die Glieder derart um, dass immer auf ^ posi- 
tive q negative Glieder folgen, so konver- 
giert die neue Reihe gegen den Grenzwert 



Dieser Satz ist nach Schloemilch übertragbar*) anf 
alle konvei^enten alternierenden Reihen «„ — ^ ( — l)""*"'««, 
die im wesentlichen denselben Charakter besitzen, wie die 
fieihe für 12, dass nämlich die a positiv, und lim »0« ein 
endlicher Grenzwert g (inkl. 0) ist. Nach dem Muster (a) 
lp> q) beträgt die Wertänderung, die entsteht, wenn man 
wiederum auf je p positive q negative Glieder folgen läast : 



*) Oanz ullgsmein hat aolohe Wert&ndeniDfiEeD, die b«dingt kon- 
nif^ente Beihan daroh Gliederam stall angea erleiden, Pringahsim 
<mt«niioht; Mathem. Ann., Bd. 22 (1888) S. 465 ff. 



W, Fr. Meyer, DifferenUalrBchnnDg. 



. I j^'^i.v^ii.ii.is^lc 
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^2J™\ «9 + 1 «2 + 2 ■^••' 



Denkt man eich n bereits bo gross, dass für jedeu 
Index V innerhalb der geschweift Klammer vo^ in den 
Grenzen g+ e und g — £ eingeschlossen ist, so ist der Weit 
des Elammerausdrucks eingeschlossen in den Grenzen: 






1 ^ 



-. + - + ^J- 



Mit ßficksicht auf (a') ergiebt sich somit; 

lim (at,«j+i) + (i,{„(4_,)+ ... + aa«,) 

1 ,J) ,. 1 I J* 

= -l-.hm^ya.-^g-l-, 

und das nämlidie gilt im Falle (b), wenn p<q: 

„Unterwirft man eine konvergente alter- 
nierende Reihe u^=-{ — l)''+'a„ , wo die a 
positiv und lim nOn ein endlicher Grenzwert ^ 

(inkl. 0) ist, einer solchen Gliederumordnung, 
dass man stets auf p positive Glieder g ne- 
gative folgen lässt, so besitzt die neue Reihe 
einen Grenzwert, der den der alten um 

^g-l— übertrifft." 

, DiailizodbvGoOgle 
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§ 24. FortsetaiUDg. 

Unendliche Produkte. 

In § 20, S. 278ff, wurde bewiesen, daas der absolute 
Wert des w"™ BinomialkoefEzienten m^ einer Grösse m bei 
unbegrenzt wachsendem n den Grenzwert resp. + oo besass, 
jenacndem »i + 1 > resp. < war. Schreibt man: 



SO ist der »" Faktor /^ = 1 — ■■ ■ T (sobald » > m + 1 
genonuneo wird). Da die harmonische Reihe (s. S. 325): 



2;^=(»+i)B 



divergiert, so wird man auf die allgemeinere Frage geführt, ob 
ein nach ii^nd einem Gesetze unbegrenzt forteetzbares 
Produtt von der Gestalt: 

(88) /;/;.../;.../-„+p... = {i-«o)(i~»i)...(i-«H)... 

(!-«„+,)..., 

wo (wenigstens von einer gewisseu Stelle an) alle « positiv, 
lim u„ = und die Reihe der u divergiert, stets den Grenz- 
wert besitzt? Seien von Uf an alle « positiv und be- 
reits < 1, und v^i, so folgt aus (1 — tf^T — (1 — «►)(! + ^) 

, 1— t*; 

I. e. 1 — M, = rj-^ : 

1 + M, 

(89) l-u.<,^/n(l-u.)< ^^^ ^ 

^+"" "=' ^(1 + «.) 

Da aber Ä(1+«,)=1 + 2'm, + positiven Gliedern, und 
nach Voraussetzung 2!u, bei wachsendem n jede Grenze 
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Überschreitet, so ist in der That lim 77(1 — Ur) = 0. Man 

bat also den Satz: 

(R.) „Ein uDendliches Produkt von der 
Art; (1 — «o) {1 — «i) . . . {1 — u„) . . . , wo die u 
(wenigstens von einer gewissen Stelle an) 
positiv sind und lim «„ = , während die 
Reihe der u divergiert, hat den Grenzwert 
Mull, dageßien das Produkt (1 + M(i)(1 +«])... 
(1+«,,)... den Grenzwert Unendlich."*) 

Ein zweiter Beweis geht mitteb der Ungleichung: 
; _ >x{0<x<l) (a. 8, 326) hervor. Danach gilt fin- 
den natfirlichen Logarithmus des reziproken Wertes von 



-f'i^>I« 



*}'Weiidet nun dies uienf die diTei%anteBertrBiDdBoheBeihe(S.3S7): 

W^-ir-j— , L((n)^= — ;■■■ ; ■■■■ -. — , M h»t da« unendliche Produkt mit 

Initi) nlnhn . . . dn 

dem allgemeiiien Faktor /'>i=l — .. resp. /lil^ +-f~r~{ ^'° Grenz- 

wert Null reap. unendlich. Hierena geht sofort du Eriterinm hervor: 
„Wann bei einem ro»el«gt«n unendlichen Produkte poaitiver Faktoren 



rorgel«! 



^ln)(fi, —1) =Li(n) l-^-^ — l\ bei beliebig wachsendem n eteta < 

reip. ateta > U bleibt, ao hat daa Produkt den Grenswert Null reap. 
Unendlich." Denn wenn (von einem gewisaen n ab) stets Li{n}lfn— 1) 
<, — g bleibt, wo g eine feate positiTe GrOaae bedentet, so ist anoh 



^H < 1 — , —^ , mithin hat daa fragliche Prodnkt nrasomehr den 
Grenewert Nnll, tüa diea für daa Prodakt mit dem allgemeinen Faktor 
A = 1 — jrr\ ^w ^*ll "*■ ütid entapreohend, wenn Lt{n)(fn— 1)> ff, 



ao ist anoh f« > 1 + j , nnd da* fragliche Prodnkt wird at&i^er 
nnendlich, als daa mit dem allgemeinen Faktor fn!^\ -\- , , . . 
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■ für lim n = oo den Grenzwert + co, 




Da aas verschiedenem Gründen*) der Fall, wo ein 
unendliches Produkt den Grenzwert besitzt, ^a ebenso 
Singular anzusehen ist^ wie der Fall, wo es den Grenz- 
wert oo hat, so Bchliesst man bei einer allg^neinen Kon- 
vergenzdefinition besser auch den ersteren Fall aus und be- 
zeichnet ihn mit Pringsheim als Divergenz nach (wie 
im letzteren Falle nach od). 

In Analc^ie mit der Erscheinung einer konvergenten 
Reibe (8. 317) wird man von einem „unendlicben" d. b. nach 
irgend einem Gesetze unbegrenzt forteetebaren Produkte: 

(91) /•./■,... /■.-, f. /■.+■ . . . /.+,-. f.+, . . . 
zunächst das Produkt n„ aus den « ersten Faktoren ab- 
spalten : 

(92) iJ, = /;/•,... A-i, 

sodann den „Rest" oder das „ßestprodakt" Pn, p ^on p 
Faktoren bild^i: 

(93) P..,-'^-f,f.+ i.:f.+,-,, 

und für letiiteres Konvergenzeigenscbaften festsetzen, die bei 
beliebig wachsendem « von der Grösse der Zahl p un- 
abhängig sind. 

*) Fdr Bolche Produkte mit dem Orenzwsrt trifft n. a. das 
fundameatale Gesetz, „wonach ein aas einer endlichen Anzahl TOn 
Faktoren bestehendsa Produkt dann nnd nnr dann Teraohwindet, 
wenn wenigstezu einer der Faktoren vergeh windet", nicht mehr eu. 

Der innere Grund, wegholb die beiden Falle das Grenzirertes 
reip. oo fSr nnendliche Produkte als weaentlioh gleichberechtigt 
erscheinen, tritt dentlLoher hervor, wenn man, wie weiter nuten (S. 877), 
statt des Prodnktes seinen Ijogarithmns nnterancht; dar letztere wird 
dann und nnr dann unendlich, wenn sein Argument entweder gegen 
oder aber gegen + oo konvergiert. 



374 § ^^- KonTei^Miz und DivergniE einw nnaiidlicli«» Frodnktea. 

Soll das imendliche Produkt (91) cler f gegen einen 
bestimmten Grenzwert IT {ae. exkl. 0, oo) konvergieren, so 
ist dazu'} ersichtlich notwendig und hinreichend, dass für 
ein genügend hoch gewähltes n der Wert von JZ, (92) durch 
Hinzufögung des Produktes P„, p (93), för jeden Wert von p, 
nicht mehr wesenÜtch geändert wird, d. n. dass sich P„, ^ 
von der Einheit nor um eine positive oder negative Grösse t] 
unterscheidet, die für lim n = oo den Grenzwert Null hat. 
Ferner ist für die Konvergenz von (91) gegen 77 offenbar 
erforderlich, dass, wenigstens von einer gewissen Stelle an, 
alle Teil£Eiktoren f positiv sind; der Einfachheit halber darf 
man festsetzen, dass das von Anfang an der Fall ist, sowie, 
dass jeder Faktor f bereits < 2 ist. Danach wird man zu 
folgender Definition geführt: 

*) Ans dieser, iu (95) fixiert«!! Bedingonff folgt, dass maii n ao 
hoch, ^ v vfthleD k&Dn, dass du Frodokl lln+p fOr jeden Wert 
Ton j> iwitcbeD den Verton J7r(l -|-^) und JI,{1 — g,) enthalten »t, 
wo 0« eine vorgeBchriebene, feato, poiitive OrOise < 1 bedentot A. h. 
Ifliifkann, wie grom anch n werde, weder eine gewiaie obere Grenze 
i7> (l-|-^r) aberechreiton, noob ontor eine gewisie nntore Grenze 
j/rvj(l — 9>} hemntoi^ehen, womit die beiden FlLlle der Divergenz 
naoli ao resp. anegsBchloBien werden. Ana 

\nn + p \_ \lTn+p-nn\ , 

I TU, \- 1/7.1 



^<'^ 



folgt dann weitor, daie: 

|7J„+P - J7»| < n |/Zh| < , Ifl.l (1 + 9,) , 
also [/7n-|-p— 77n| bei genfigend hohem n and fflr jedes $ nntereine 
beliebig klein vorgebbare {positi™) Grösse i = i; |n, [ (l -f- j,) heronter- 
gadrüokt werden kann. Damit erscheint der Grenzwert Tonil« 
für lim fl = oo ali Grenzwert einer Fundamentalreihe. 

(a 818 ff.). 

Umgekehrt, wenn far ein onendlichas Prodnkt |/7«-|-p — /7n|<c, 
Bo kann zunächst |i7ii| eine gewisse obere Grenze nicht flberschreiten. 
Fügt man dann ansdrflcklioh die Fordernng hinzn, dass \TIn\ auch 
nntor eine gewisse untere Grenze /(> 0) nicht hernntersinken soll, 
(womit die Divergenz nach ausgeschlossen wird), so ergiebt sich 
wiederum : 

|J7„+p-J7,| ^ ^ ^^ 

l/r„i ^|i7„i^^ 

d. h. die Bedingung des Textes (95): V - "^^ — 1 < •? "t erfUIt, 
wo 1} = — beliebig vorgeschrieben werden darf. 
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(A".) „Eid aneDilliches Produkt: 

(94) /i/;.../;.../;+p... = (n-«,)(i + vo...(i + f-)... 
(i + f.+p)..., 

wo die V positive und negative Grössen eind, 
die, absolut genommen, unterhalb der Ein- 
heit liegen, heisst konvergent, wenn sich n stets 
so hoch wählen lässt, dass für jedes j>: 
(96) |P.,,-1|<., 

gemacht werden kann, wo ij eine beliebig 
klein vorgegebene (positive) Oröase bedentet, 
und wo unter P^, ^ der Rest (das Restprodokt): 

(93) p„, = ^ = /-„.../;.+p_,-= (i + t-„)... 

zu verstehen ist. Aadernfalls divergieri das 
Produkt (94), und zwar entweder eigenilich d. h, 
gegen den Grenzwert oder oo, oder aber 
un^en^ch (es osdüiert, schwtmkf), wenn /Zj, bei 
beliebig wachsendem n überhaupt keinen be- 
stimmten Grenzwert besitzt." 
Aus dieser Festsetzung folgt sofort als eine notwendige 
Bedingung der Konvei^enz des Produktes (94), dasa 
limi!„=-0 sein muss, denn für p = l wird Ph,p — 1 

iTl + Vn — l^r«. 

Wie in dem besonderen Falle (R.), wo alle v negativ 
(resp. positiv) waren and. die Summe der v divergierte, wird 
mau auch im allgemeinen Falle (94) die Untersuchung der 
Konvergenz resp. Divergenz des ftoduktea der 1 +v auf 
die der Reihe der v zurückzuführen versuchen. 

Der nächste Schritt wird sein, dass mau die v^ alle 
positiv annimmt (und, wie früher, mit ti„ bezeichnet), so, 
dass die Reihe der v '=u konvergiert. 

Denkt man sich das Restprodukt Po, p (93) für den vor- 
liegenden Fall ausgeführt, so ergebt sich: 
(96) P„,p-(1 +«„)... (l+««+p-i) = l+SL + Si + ...+s„ 
wo unter S( die Summe der Produkte der u zu je « veiv 
standen sei. Zwischen den Si bestehen einfache Ungleich- 
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ungen. Führt man aäjiilich das Produkt Si s,- aus, so ergeben 
sich einmal die Glieder vod St+i, uad zwar jedes t-mal, 
sodaDD DOch weitere positive Glieder, sodass man hat: 



».<2,».<-3-<3,,».<^<jj,..., 
also allgemein: ,- 

(97) s,<J. 

Damit geht aus (96) die Ungleichung hervor: 

(98) p.,,<l + s, + ?l + ... + i!. 

Da infolge der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe 
der u die Restfinrnme Si^u„-\- ... -i-Un+p^i hei wachsen- 
dem n beliebig klein gemacht werden kann, so wird Pn,,, 
das sicher > 1 ist, von der Form: 

(99) Pn,p = l + en, e«>0, lime„ = 0. 

Denn die rechte Seite von (98) konvergiert (s. Formel(31), 
S. 332), imd zwar mit wachsendem p gegen e*i. Damit ist 
die Eonveivenzbedingung (A".) erfüllt, und zugleich eine Ab- 
schätzung des Restes P«,p, wenn n = v gegeben, und p be- 
liebig gewählt wird: 

(S.) „Ein unendliches Produkt (1 + «o) 
(1 + «i) ... (1 + «»).. . konvergiert, wenn die u 
positiv sind und die Reihe der u konvergiert; 
bricht man hinter dem v^ Faktor 1 + u^—i ab, 
80 ist das Restprodukt P,,p <fi"» ,wennit,,p — «, 
+ «,4-1 + ... + ««,+p_i für jedes p^Ä, ist, d.h. 
der „F^Uer", oder der Überschuss des Restes 
P,,y über die Einheit ist positiv und fällt 
<;eflr — 1«) aus." 

*] Bedient mui aich der AbacbatEiingn'^;«! dei g 12 (V), 

S. 187, so wird i. B., iobild Ä.<2, ««'— 1 < „-, «l»o nm lo 

mehr der „Fehler" Py.p — l< -ß-- ~2~ 

Die nemliche Bemerknog gilt für die weiter folgenden Febler- 
sbwjb&bnmgen (98'), <98"), (101). 
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So könnte man auf elementarem Wege*) fortfahren; 
zum Falle des Produktes (1 — «o)(^ — fi) ■ • ■ (1 — «»)■■• 
übei^lien, wo die u poBitiv sind und die Reihe der u kon- 
vergiert, bis man zum allgemeinaten Falle des Produktes (94) 
aufstiege. Indessen ist dieser direkte elementare Weg müh- 
sam; wir werden es daher vorziehen, mit Cauchy, wie 
schon im Falle (R.), statt des Produktes resp. des Rest- 
produktes dessen (natürlichen) Lc^arithmus auf seinen Grenz- 
wert hin zu untersuchen. 

Wird dieses Prinzip zuvörderst auf den Fall (S.) an- 
gewandt, so hat man zu zeigen, dass lPn,B für lim« = co 
den Grenzwert Null hat Nach 8. 326 gilt oei positivem u« 

t=n+p-l 

die Ungleichung: 2(1 -|-«,) <«(, somit ? i*«, p < -Z' «,■ i.e. 

< -K^,p, woraus zi^leich wiederum P„,p < e^-p folgt 

Sei nunmehr i7(l — m„)=(1 — «o}(l — "i)- •■(! — Mb) •■ •, 

wo die Reibe der positiven « (<1) konvergiere**). Nach dem 
Mittelwertsatze wird: 



*) Eine sololt« DDreMOhnuig hat Pringaheim geleistet: Math. 
Ann. 38 (1869), S. 119. Implizit« wird dabei der äementar (nach 
dem Mastar aaf 9. S6fi) beweisbare Sati beaatzt, dass, weoa man die 

anf der rechten Seite von (9S) stehende Reibe 1 + *i + tt-^ + . . . 

einmal für *i, das anderemal fllr h bildet, das Frodokt beider ßeihen gleich 
der TinprflD glichen, gebildet für den Wert s, + ti wird. Mit anderen 
"Worten: es wird das Gesetz *=«»=«*+> verwertet, oder, was dasBelbe 
ist, 1(3!^) ^^Ix + ly, wenn anoh die Funktion Ix nicht expliaite ein- 
geführt EU werden braucht. Auf letzterem Gesetz beruht aber die 
Brauchbarkeit und Durchsichtigkeit der weiter unten im Texte be- 
folgten Methode. 

••) Bin einfi 
Grunde liegende u 



Hier iat, wie sofort dem Mittel wertsiitze oder anoh der Reihen- 
entwickelung des Cosinus (S. 267) zu entnehmen iit: 



also die Seihe der w , abgesehen von dem gemeinsamen Faktor — , 



die koDve^ente geometriBche Reihe ^ I — j ist. Zwei weitere 



378^3^ KonT. d. ProduktMi/(l— «h), wo «■ poa. m. ^m konvergurt. 
Hl-u.) = - 



folglich \l(l — «.)|<:i . Da lim «„ = 0, 80 bleiben alle M, 

von einer gewissen Stelle Ur ab, unterhalb einer festen end- 
lichen (positiven) Grense « (< 1), dann wird umsomehr: 

|f(l-«.)l<l^(i-r,r+l,...), 

mithin ist hmlPn,p='0, limP„,p = l, worans die Kon- 

vei^enz des ^^oduktes der 1 — u« folgt, nebst der Best- 
abaohätzung: 

(98-) 1 <ed:i«-.'<er^.'^'), 

wenn fiir jedes p Bir,^< Jt. ist. 

spiele bieten die un Sofaliuie dei Text«« in (US) S. S90 anfgestelltan 
nodaktentwickeloDgen fdr «io x nnd cos x. tJmgelcehrt sind die 
reziproken Wert« jener Frodnkt« Beispiele für den I^ns (1 + Wg) 

(1 +«,)... (1 + «-).. . 

•} Setrt m&n für den Angenbliok «i— " ^fi, so wird = X 

< e — 1 , also 1 — P,,p < P,,pfe — 1), nnd a fortiori, da A.p < l , 
der „Fehler" 1— Pv,p<e — 1 (wo man aaf g — l wiederum die 
praktische AbBcbfttznng der Anmarknof^ auf S. 876 anwenden mOge). 
Somit lauen sich die beiden Fälle (98), (98') nnter die Fehlerregel 

|P,,p— l| <«i^^ — l BU«ammenfa«Beu. 

Im Falle (98') l&sst sich die AbsahKtzong noch vereinfachen. 
Denn da (s. 8. 826) 1 — Ft.p < l p ilii ~~ p ~V •<» "t * fortiori: 



j.,=,i,zt!dbvGoogIe 
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Des Weiteren sei daa Produkt (94) der 1 — Vi voiv 
gelegt, wo die Vi beliebig positiv und negativ seien, |v^ < 1» 
die Eeihe der v,- unbedi^t (also die Reihe der iv| = u g^;en 
einen endlicbea Grenzwert) konvergiere. 

Von einer gewissen, v*™ Stelle an, bleibt wiederum «^ 
unterhalb einer festen oberen (positiven) Grenze «{<!); 
dann ^It für positive und negative vi 



-(i-r,,+ l,...). 



also auch in diesem Falle: 



\iP..,\ = ^\Hi+vn<Yz^i^+^+i + --- + ^+P- 



wenn der Rest Bt,p = «, + w,^-i +.,. + tt,^.j,_i der u- Reihe 
für jedes P<IK ausfallt Das liefert die Konvei^nz des 
Prodoktes der 1 +"; mit der Restabschätzung: 

(98") |P„p-l|<e^^*'-l. 

Es gilt also, gemäss (V.) S. 367 : 

(T.) „Ein unendliches Produkt: 

{l+v,){l + v,)...[l + v„)..., 
wo die Vi beliebig positiv und negativ sind, 
konvergiert stets, falls die Reihe der v un- 

") Will man flberbanpt ein nnendlichei Produkt fl(l +vn) in eine un- 
endliche Reihe nmw&udeln, so kann man eicli einer einfaeheren Methode 
bedienen. EBiBt/7«=/7, +(i7,- J7,) 4-f/7,— 77,)+.. . + (/!«— 7T«-0, 
nnd da ffy + i — JT,= J7»(l -Htv — l)=/7vtiv, bu geht das unendliche 
Produkt fgleichgOItifF ob ea konTerjjiert oder diTergiert) fiber in die 

unendliche Reihe: /7, + J7, Ci + J7,t), + . . . + /J«»«-!- 

Umgekehrt lässt sich eine vorgelegte nnendliobe Reihe «,+«, + ... 

+ Vtt + . . . durch das unendliche Produkt: s, ■ ■ - . . . ■ . . . 

ersetzen, wo wieder 8n die Samme der ersten n Ulieder der Reibe 



:- V^il.H.1' 



lyii 
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bedingt konvergiert: bricht man hiater dem 
Faktor 1 -|- f,-i ab, so gilt für das ReBt- 

produkt: |P„ , — 1| < e'^"'—!, wo alle blt"»-, 
»■ + 1,. ..,)< «, und der Rest der |r]-Reihe: 
|w,| + |«,+ iT+ . . - |».+p-il für jedes p den 
Wert Ri nicht überschreitet," 
Es bleibt noch der Fall eines Produktes von Faktoren 
1 -\- V( mit positiven und negativen v^ zu erledigen, wenn die 
Reihe der v nur bedingt konvergiert, also die Reihe der 
\v(\ := Ui diveigiert. Dann versagen die bisherigen Schlüsse 
und man muse ffir 1{1 + vi} den einmal erweiterten Mittel- 
wertsatz zu Hilfe nehmen. 

Auf Grund der Definition (A'.), S. 363, ist: 
lim -Rh, p = lim (Va 4- v^+i -|- ... + «M^-p-i) = 0, lim «„=0. 

Es ei^ebt sich, sobald v,' < 1 : 

somit: (=r+p-i ,=,+,_i , 

(100) 'P.. = 2'^ti + ..) = ii.,-|^2'äTW 

' (0 < i>( < 1). 
Wegen lim Bn, p = lässt sich bei gegebenem v eine 

feste obere (positive) Grenze $« angeben, sodass \B,,p\ für 
jedes p den Wert q, nicht äberschreitet. Von {v, | = u, ab 
sei wiederum u, < u, so wird: 

f=T+p— I J ( = , + p_i 

1 V f r ^1 1 -^ 8 

2 .^^ (1 -I- dv»;)' "^ 2 (1 — »)« ^^ ^' ■ 

Falls daher auch ^ v* konvergiert, also ^ vj 

bei g^ebenem v nnd beliebigem p eine feste obere (positive) 
Grenze F, nicht fiberschreitet, so fo^ für den absolatcn 
Betrag der linken Seite von (100) die Ungleichung: 

(101) |,P.„|<,. + ^.__i_r. 

und damit: ip.p — 1| </'"'""* »-«l* ^'— 1. 
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Dann aber wird abermals \inilP„^p = 0, und das 

Produkt der 1 + ",■ konvei^ert gegen einen bestimmten end- 
lichen Grenzwert (sc. exkl. 0) , mit der Fehlerabschätzung (101). 

Daas diese Konvei^nz indessen nur eine bedingte 
ist, beweist man durch geeignete FaktorenumstelluDg ganz, 
wie bei der analogen Erscheinung der bedingt konvergenten 
Reihen (s. den Satz (Q.) 8. 366). Seien, wie damals, die 
positiven v mit «, die negativen v mit — «' bezeichnet. 

Da die Reihe der u, wie der m' diver^ert, so diver- 
giert nach (R.) das Produkt der 1 + m gegen Unendlich, 
das der 1 — u gegen Null. Beiden Produkten (am ein- 
fachsten genommen in der I^ihenfolge ihrer Faktoren) lassen 
sich jeweils so viele Faktoren entnehmen, dass ein beliebig 
vorgegebener Wert g •) abwechselnd über- und unterschritten 
wird, während man sich bei hinreichender Fortsetzung dieses 
Prozesses dem Werte g unbegrenzt nähert. 

Diese Schlüsse hinsichtlich der Faktorenumstellung sind 
offenbar ganz unabhängig davon, ob 2v' konvergiert oder 
divergiert Tritt aber der letztere Fall ein, so ist 
leicht zu sehen, dass das Produkt der 1 -|- v, (in der vor- 
geschriebenen Anordnung (94), wo die Summe der v gegen 
einen endlichen Grenzwert bedingt konvergiert) nur noch 
gegen Null divergieren kann. Denn dann wird ge- 
mäas (100): 

(100) ^^ = ^2"^^^^-^?.,. (0<A<1), 



mithin wird, da lim Rn,p = 0, und 2v^ divergiert, lim l ■= — 

positiv unendlich, also iPn.p negativ unendlich, mithin 
lim P„, p = 0, und damit das Prodi^ der 1 + v^ selbst 

Damit ist der Hauptsatz über die unendlichen Produkte 
bewiesen : 

*) Dieser Wert lta»t sich anch oegatiT anDebmeii, faJb men eu- 
IftBst, da» dai Produkt eine (nach obif^em notwendig endliolie) no- 
gerade Anzahl negativer Faktoren, enthält. 



% Si. HiUtfbrmeln fOr eo« mo und rio ma, 
(VI.) „Ein unendlichea Produkt: 

(l+«o){l +«,)...(! +«,)..., 
wo die V beliebig positiv and negativ seien, 
nnd lim v„ = 0, konvergiert utibe^ngt, d. h. bei 
jeder Faktorenanordnung gegen einen und 
denselben, (von nnd oo verschiedenen) 
Grenzwert, dann und nur dann, wenn es absolut 
konvergiert, d. h. wenn die Reihe der |v| kon- 
vergiert, und zwar mit der in (T.) angegebenen 
Fehlerabschätzung. 

Wenn dagegen die Reibe der v nur bedingt 
konvergiert d, h. die Reihe der u| divergiert, 
so konvergiert das Produkt bedingt, mit der 
ßestab Schätzung (101), falls die Reihe der u* 
konvergiert: sobald dagegen die Reihe der v^ 
divergiert, divergiert das Produkt gegen 
Null.« 



Produktenlwickelungen von sin x und cos x . 

Als eine der interessantesten Anwendungen der Theorie 
der unendlichen Produkte auf die Elementarmathematik 
sollen zum Schlüsse die trigonometrischen Funktionen sin x 
und cos X für jeden Wert des Aigiunentes x in unendliche 
Produkte entwickelt werden. 

Drückt man auf Grund des Additionstheoremes der 
Trigonometrie (s. §20, S. 267) der Reibe nach cos 2a, 
sin 2 a ; cos 4 a , sin 4 a ; cos 6 a , sin 6a;... durch sin a 
und cos a ans, so wird man auf den Ansatz geführt, dass 
bei geradem m: 

(103) cos ma = f„ (sin* a), sinma = sin a cos ag„ (sin* a) 

wird, wo /„, Jb, ganze Fonktionen der bezeichneten Grade 

von sin* a bedeuten. Um die Formeln (103) allgemein 
zu beweisen, sei deren Richtigkeit für m angenommen; geht 
man dann znm nächsten Falle m-\-2 über, so kommt, da 
cos 2a = 1 — 2sin*a, sin 2a = 2 sin a cos a: 



g 21. Endliebe Frodnktontwicktlnug von cos ma and nnma. 3g3 
co9{(m+2)a) = cos»K:ico8 2a — BiDinciBiii2a 

'-/M(sin*a)cOB2ci— 8iDacosasiQ2af/n (sin^a) 

Em{(m-|-2)a}'-8inmcicos2a + cos masin 2a 

= Bmaco8acoB3a^« {8m*a)+/„(siiiäa)sitt2a 

= sin a cos agm (sin* a). 

Da aber f&t m^l das Geset« (103) erfüllt ist, so gilt 
es allgemein. Berücksichtigt man noch, dass fär sina^O 

einerseits C08 ma = 1 wird, andererseits — r — - ■=»»{§ 17 (I.) 
S. 210), so hat mm den Sata:*) ^"*" 

(Ü.) „Ist m eine gerade natSrliche Zahl, 
so sind: 



, . . 8in(ma) 

COS (m a) and — r— ^^ — - 

^ ' *H Hin rt ivtc 



m sm a cos a 



ganze Punktionen -x — resp. i-^ — ll Grades 

von sin^a, deren konstantes d.h. von sin a 
freies Glied gleich 1 ist" 

Nun verschwindet cos ma für die m innerhalb des Inter- 

valles 1 — "5^ j + -9 1 gelegenen und voneinander verschiedenen 

Winke]a = +^ + ^(ife-0,l,2...''^'|, oder, was 
— 2m— m \ 2 / 

dasselbe ist, f5r die -^ Wertpaare a = + -^r — , + ^ — , . . . 
2 ^ — 2m —2»» 

(m — 1) ;i ^ „ 
+ i — rr — i— , ffir die 
— 2m 
nimmt; 



I ffi, dock 
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ein' ^ , sm* -^r—,..., riq* ■ — ;t . 

2w 2»i 2m 

Aus § 7 (10), S. 65 folgt, dass, weoD eine ganze (sc. nicht 
identisch verschwindende) Funktion /I,(ir) n"™ Grades mit dem 
konstanten Gliede 1 f^ die tt verachiedenen Werte « =■ ^i , 
St •■ -i h vei schwindet, die Identität besteht: 



(104) /(.)_(l_l)(l 



Mit Rücksicht hierauf geht aus (U.) die Zerlegung 
hervor: 

(105a) cos ma = /l - 

8in*f^ 



[m gerade). 



in. t'"-^' 



Ähnlich verschwindet — : 

msmacosi 


- fup die ^ 


achiedenen Werte von sin^a: 




2»»' -Im' "■ 


(m-2)» 
2»> ' 



und es entsteht die zu (105a) parallele Zerl^UDg: 
(lO&b) 



msina cosa 



Setzt man jetzt ma = :r, so nehmen die Zerl^ungen 
(105a), (105b) den Charakter endlicher Produktentwickäungen 
für sin x, cos x an (m gerade): 



§ 24. Aniati nr nnlMgreiiiten Prodsktratw. von oo> x und nn x 

■ « ^ 
6m*- 

(106a) 



..11.-^./' 



(106b) rin« = »t8in — cos— I 1 „ — 



"^"^m 






Für sehr grosse Werte vod m würdeo — , ■= — , -jr— , tj—-" 

m ^t» Jm am 
sehr klein werden, man könnte also nacli § 5 (I.), S. 46 mit 
starker ÄnnSheruiig die Sinus jener Äigumento mit den 

letzteren Tertauschen, and da sich zugleich msin — coa^ 

beliebig der Grösse x nähert, wfirde man zn den nnb^;renzten 
Entwiäelungea geführt: 



■{-en{-(£)*>{-(i3T 



©■ 



Bei weiterem Fortschreiten würden sich aber Aj^;umente 
einstellen, die nicht mehr klein genug sind, um sie mit ihren 
Sinus verwechseln zu können, und man wfirde so auf ähn- 
liche Schwierigkeiten stossen, wie bei der Entwickelung von 

( 1 + -|"in eine Reihe (§ 12, S. 114). Es wird daher wieder 

W. Fr. Ueyer, Differantialreehnong. S5 
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erforderlich sein, beim Übergang zu den genannten Ai^umenten 
die AnsdrQcke (106a) (106b) in zwei Grenzen einEoschlieBsen, 
die eine Dieknssion for ein unbegrenzt wachsendes m ge- 
statten. 

Man gelangt zu zwei, zu (106a), 106b) analogen Ent- 
wickelungen, wenn man statt der Sinus innerhalb der ein- 
zelnen Klammem die enlaprechenden Tangeng einführt F&r 
ii^end zwei Argumente «, v ist identisch: 

, , , sin*» .... sin'« . /, te*«\ 

(107) 1 7-i- = cos* M + sm« tt — -^— - = cos» «( 1 — ^^1 . 

^ ' sm*« am*» \ tg^w/ 

Somit geben den Eotwickelungen {106a), (106b) die folgen- 
den zur Seite: 



(108a) 



*«*« 



,3^ 



2m/ \ ^ 2m/ 



(108b) 8ina; = »»tg — cos"— I 1 



«B-Ü/V ««'i 



* 201 / 

„, , ,. . , n 2jt m — l 71 

Hier gehören die Äigamente ^, -^, . ■ ■ -5— • - 

alle dem ersten Quadranten an, und das namBdie gilt für—, 
sobald man m hinreichend gross wählt 



Doppdon^flidwiiK EwiMhen -; — , — , ^— • 387 

Nun besteht zwiBohen den drei QootienteD -^ — ■ , — , 
tett ^""' *" 

— — , wo «, V dem ersten Quadranten angehören eoUen, 
tgv 
eine ein&cbe Doppelangleichung. 8ei zuerst u > v , also 



wertsatz: 

ein(B + Ä) — tmv + Ä ooe(ii + Ä#)(0 < #< 1), 

— ^ — 1 H ; — co8(v + h&): 

Bin » f) ein » 

da aber: 

sine tgv 

so wird: 

»£^<. + l(„<„<. + ,<£). 

Darob Yergleiobong der reziproken Werte folgt bieraus, 
sin (r — h) h 



ts(v + k)^t«v+^-,j^-^^iO<^<l), 



tg(« + ft) ^ ft 



tg f » tg V cos* (v + tfÄ) ' 

da aber: 






tgw coe'(p + i?Ä) tgwcoB^v sinwcosv' 
so wird: 
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^>'4(»<"<«-H»<f). 

und hienns wieder umgekehrt: 

Für u>v werden -: — , - , ^— GTÖBser als 1 , ffir « < r 
ain « ff tg » *^ 
kleiner als 1. 

Somit gilt, wenn u, v irgend zwei Argumente 
des ersten Quadranten eind, gleiohgSltig, ob u^v, 
die Doppelungleichung: 

(109) |i_!!^|<|i_i^|<|i_?Si^l. 

I em* v\ I f I I tg ''I 

Dies werde zuvörderst auf die Eotwickelungen von cos x 
in (106a), (108a) angewendet Man darf sich offenbar anf 

positive X beschränken. In (108a) ist noch der Faktor coa"— 

EU berfickflichtigen, der < 1, aber, wie ana § 17 IV, S. 214 
hervorgeht, bei beliebig wachsendem m den Grenzwert 1 hat. 

Der Übersohnss 1 — cos"— = e läest sich mit Hilfe des 

m ■* 
Mittelwertsatzee leicht abschStzen. 

Man hat: cos" - = 1 - a; cos"- ' — sin — (0 < d < 1) , 



(110a) e„— 1 — coa™- 



Setst man zur Abkürzung: 
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(ui.) ^=(,-if)(i-g)(i. ^'■\ 



25)1'/ 



43:» 



nnd niiumt x Toreret im «^ten Quadr&Dten ao, so sind alle 



3ji 3n 

2m 2tn 



(109) und (106a), (108a) hervor, daes: 

(112a) coBg<J7„< ^"^ , 

nnd hieraus folgt, dasB Um n„ = 0OBX ist, mit dem 

Fehlei^esets: 

(llSa) cosa: = ir,(l — e^), 0<4<1, ^<e«, 

wo £m durch (110 a) abgeschätzt wird. 

Liegt X zwischen '- 

in i7„ a^;atiT, cos x desgleichen, in (112a) vertauschen sich 
beide Seiten der Doppelungleichmig, während (113a) unver- 
Sndert bleibt. Dasselbe wiedei^olt sich, wenn x in eiaem 

, _ /4» + 1) n\ (in + 3)n\ , 
Intervalle von der Form 1 ' 1 , i „ I gelegen 

ist, d^egen der nrsprüogliche Fall, wenn x den dazwischen 
li^enden Intervallen angehört. 

um die analoge Entwickelung für sin x durchzufuhren, 
hat man zuvor noch die Annäherung des in (108 b) auf- 
tretenden Faktors »t tg — cos»* — , der für den Augenblick 

mit q} (x) bezeichnet sei , an den Grenzwert x (für lim m=-oo) 
genauer festzustellen. 



...v^.uu^^iL 



) iSi, ünb^rwato Prodnktwitw. Ton iln x mit FdilBMibiomtEBDg. 
Nach dem eimnal erweiterten Mittelwertaatz wird: 

ip{x) - *9/(0) + ~ fi^x), < Ö < 1 . 
Eb iet aber: 

tp'{x) — coa""*— (l — msin»— ], q){0) — 1, 



Somit kommt: 



(110 b) 



oder: 



f«l OPPfKlflV \ 2 / / 



SetEt man zur AbkQrzong: 
(111b) J7; = 

(m gerade), 

BO kommt auf GhTind von {106b), (108b), (109), indem man 
sich wiederam auf positive x besofar&nken dar^ die Doppel- 
nngl^chong: 

(112b) ^' <77; < — ?!i^ 

^ ' . X X ^ X X 

man — cob — nttv — cos" — 

m m " m m 

in allen FäUen, wo x einem Intervalle von der Form 
(2»n, (2n4' 1)^) angekört, währ^Ld in den anderen Fällen 
Dor beide Seiten von (112b) zu vertaaschen sind. Somit 
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hat xnU fßr lim »( = oo den Grenzwert sin a:. Gemäss 
(112b), (110b) ei^bt sieb die FehlerabsobätsoDg: 
(113b) wnx^xn:„{l — t}'„), i?i<»j„, linu?i = 0, 
wo i]„ (110b) zu entnebmeo ist. 

Damit ist das von Ealer erhaltene, vod Cauchy mit 
Rückaicht auf die Konvergenztheorie strenger begrOndete 
Resultat bewiesen: 

(W.) „Es lassen sich cos x und sin x durch 
die beliebig weit fortaetzbaren Produht- 
entwichelungen darstellen: 



(114a) 



(114b) 



■^)(^ 



n-T. 



{m-iy 



^'F- 



1 gerade), 



(i-ii) 



wo e«, t]ä positive Grössen < 1 sind, die für 
m = oo verschwinden, und die die Ab- 
schätzungen ei < e„, rji,<r]„ (110a), (110b) 
gestatten." 

Indessen lassen sich die Funktionen cos x, sin x auch 
allein durch die unendlichen Produkte (ohne Kenntnis eines 
Restfaktors): 

4a:* \ 
" 25«V " ■ ■ 



I (115b)*) ,mx-!c{l—^){l — -^\ (l - 



in Formel (116b) [reap. (114b)] x = -, lo 
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definieren. Denn die Produkte der KlammerAktorea sind 
beide von der Ftam (1 — «o) (^ — «i) • ■ • > wo die u positiv 
sind und die Reihen der u (abgesehen yod. eiona Fflktr>r 

-^ resp. — ^j eine byperiiannonische Reihe(37), 8. 334, mit 

a^2 resp. ein Teil einer solchen sind, also konvergieren. 
Demnadi konvergieren gemiss (T.) 8. 379 jene ProduCTe tm- 
bedingt*), und zwar tuof Gnmd von (I14a), (114b) gegen 
cos X reap. sin x . 

Somit gilt als Ergänzung von (W.): 

(W.) „Es lassen sich cos :r und sinx auch 
durch die unendlichen Produkte (115a), (115b) 
darstellen oder definieren." 

Ereicbtlicb Bind diese Darstellungen der analytische 
Anadmck der Thatsache, dass cos x für alle Werte : 

a: = ±h^{k^l, 3, 5, . ..) 



l=(-i)('-A)(-r.)('-^)- 



1.8855779 



oder, wenn man aaf beiden Seiten den reiäproken Wert nimmt: 



1 dividiert, nnd x gegen ^ konTergieren Uut. 

*) Denkt man uch dagegen jeden RUmmerfaktor, wie irait«r 
nuten, in 2 in x lineare Faktoren cerlegt, lo eraokeint jedei der beiden 
nnendliotien Produkte in der Geetalt: 

(1 + uJ {1-0(1+ «.){! -«,')..., 
wo die Reihen der positiren u nnd w' als Teile Ton Iiarmoniiohen 
Reiben divergiereQi mitiün konvergiert dann jede* der beiden Pro- 
dukte gem&se (VI.), S. 881, bedingt 
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verschwindet und nur für diese, und entsprechend sin x*) 
fflr alle Werte x ~ ±hji(k ==0, 1, 2, . . .) und nur 
fOr diese. 

Aus (114a), (114b) entnimmt man nnscfawer die Eigen- 
schaften cos (a; 4- Ji) =* — cos x, sin {« + ?r) = ■ — sin a; , wo- 
raus die der j^PeriodizitSt": 

cos (x -|- 2 n) — ooa ir, sin (a; + 2 7t) — sin a; 
omuittelbar folgt 

Man zerl^;e nemlich II^{x)"IIm (lila), wie folgt: 

•(-¥)(-||)-('-ö^)- 

Hier ersetze man x durch x + n. Dann geht in der 
oberen Zeile von (lila) jeder Faktor 1+^(4 — 1,3,5,...) 

über in — = — (l+ ,. . n> It während in der unteren Zeüe 

k \ (ft + 2)ji/ 

1 — — übei^ht in — ll — - — 1, jeder weitere Faktor 

Fasst man 



zusammen, so eigiebt sich: 



- ES galuigen. Uan rerffthre vrie in § G, Mtce: 



vende viS jeden der beiden Faktoren von nenem die Halbiernng des 
Argnmentei an n. b. w. Schliesslich gehe man, anf Grand von § 6 (L) 
von den Sinns reohtarhand zu deren ÄJOTnient«D über. 

Indessen ist die im Texte befolgt« Uethode in manoberlei Hin- 

aiobt initrnktiT. 
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1+- 
(116«) i7,(a; + ji) — - 



1—- 1- 



(m-l)« 



Da hier der Faktor von IIm{^) i^r m = x> den GreDz- 
wert — 1 besitzt, so folgt mit Käcksiolit auf (1 14ä) in der 
Tbat: cos (x + sz) — — coß x. 

Hicsichtlichsinrc zerlege man analog 2! 77^(x)=a;77^(lllb): 

(lllb)«J7y*)-a.(l + |)(l + ^)...(n-^)/_^__2x 



Vermöge der Substitution von x + n statt x geht in 
der oberen Zeile von (111b) x äljer in ?r (iH — 1, jeder 

weitere Feirtor 1 + 4- (i- 1, 2...) inl^fl + ,. '. ], 

dagegen in der nnteren &ile 1 in x, jeder weitere 

Faktor 1 g-(i- 2, 3, ...) in ^^(l— ,. ",, ] . Die 

ZneammenfasBang liefert: 

l-j J 

(116b) (« + „). /7i(«+n)- --ti f+y'' .xn'J,x), 



l 

l. 



m — 2\ 

2 ' 

gerade/ 



wo wiederum der Faktor von x 11'^ (x) für m=-oo den 
Grenzwert — 1 bedtzt, Bodaes mit ßScksicht auf {114b) in 
der Tbat: sin (a: + n) =■ — sin x wird. 

Ähnlich kann man ans (114a), (114b) direkt Beziehungen, 



wie C08 l-g — 3:1 = sma;, smi 
harleiten. 



...v^.uu^^iL 
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Umgekehrt möge die Relation sin* x + cos* x ■= 1 (s. die 
Anm. auf 8- 267, § 20) daza dienen, um den Grenzwert der 
hyperharmonifichen Eeihe (37), 8. 334, ffir o = 2 zu be- 
stimmen. Bildet man (/7„)* -}- (^ ^m)^ — 1 > un<l entwickelt 
nach Potenzen von x*, so tritt als erstes Glied x* auf, 
multipliziert mit: 



Da dieser Koeffizient ßr m = co den Grenzwert Null 
haben muss, so entsteht: 

("" ir-i + p + si + Ti + -- 

und da: 

i+P + si + P + P + --<' + r. + r. + -'-' 



+ 



2>V 



so folgt, wenn der Grenzwert der linken Seite mit S be- 
zeichnet wird: 



24"*2*'^4*'''6*"^P'''"'' 
Formeln, die ebenfalls Euler auf dem eingeschlagenen W^e 
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G. J. Oöschen'sche Verlagshandlang In Leipzig. 



Soeben erschien : 



eiemente der Stereometrie 

Prof. Or. «nataT Holzmttller. 

I. Band : Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 

Preis broschiert Mk. 6. — , gebunden MI;. 6.60. 

II. ßand: Die Berechnung einfach gestalteter KOrper. Mit 

156 Figuren. Preis broschiert Mk. 10.—, gebunden 
Mk. 10.80. 
HI. (Schiusa-) Band erscheint voraussichtlich im Herbst 1901. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfassender und gründlicher Weise ist die 
Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 
,,elcmentar' ist dabei so zu nehmen, dass die höhere Ana- 
lysis und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie 
ausgeschlossen bleiben, während die synthetische neuere 
Geometrie in den Kreis der Betrachtungen hineingezogen 
wird, soweit es die Methoden der darstellenden Geometrie 
erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt ver- 
wendet worden ist, sind streng konstruiert und fast jede ist 
ein Beispiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue 
Stereometrie weit über das übliche Ziel hinaus, giebt neben 
den Lehrsätzen umfangreiches Übungsmaterial, betont die 
Konstruktion und die Berechnung gleichmässtg und wird 
somit an Vielseitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl 
von keinem der hervorragenderen Lehrbücher erreicht. 



AusfQbrtiche Prospekte unberechnet und poatfrei. 
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